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Hidrodinamske uktuacije v Gubserjevem toku
Izvle£ek
V delu ²tudiramo uktuacije v Gubserjevem toku, ki predstavlja model ²irjenja
kvark-gluonske plazme po trku dveh masivnih ionov pri visokih energijah. Najprej
predstavimo sodoben pogled na hidrodinamiko, zapi²emo relativisti£ne hidrodinam-
ske ena£be in predstavimo obravnavo uktuacij v relativisti£ni hidrodinamiki. Opi-
²emo nekaj lastnosti konformne hidrodinamike in predstavimo dva modela ²irjenja
kvark-gluonske plazme po trku, Bjorkenov in Gubserjev tok. Z upo²tevanjem ter-
mi£nih uktuacij izra£unamo popravke k pri£akovani vrednosti tenzorja energije in
gibalne koli£ine v primeru Gubserjevega toka. Dobimo tri razli£ne prispevke, dva ki
renormalizirata gostoto energije in viskoznost ter kon£en popravek, ki v korelatorje
uktuacij vnese dolgo£asovne repe.
Klju£ne besede: relativisti£na hidrodinamika, uktuacije v relativisti£ni hidro-
dinamiki, konformna relativisti£na hidrodinamika, Bjorkenov tok, Gubserjev tok,
dolgo£asovni repi

Hydrodynamic uctuations in the Gubser ow
Abstract
In the present work we study hydrodynamic uctuations in the Gubser ow which
serves as a model of expansion of quark-gluon plasma in collisions of heavy ion nu-
clei at high energies. We present a modern view of hydrodynamics, write down the
relativistic hydrodynamic equations and describe the treatment of relativistic hydro-
dynamic uctuations. We state some properties of conformal hydrodynamics and
introduce two models of quark-gluon plasma expansion after the collision, namely
the Bjorken and the Gubser ow. In the case of the Gubser ow, we calculate
the corrections to the stress-energy tensor expectation value by taking into account
thermal uctuations. We nd three dierent contributions, two that renormalize
energy density and viscosity and a nite term that introduces long-time tails into
the relaxation of hydrodynamic correlation functions.
Keywords: relativistic hydrodynamics, relativistic hydrodynamic uctuations, con-
formal relativistic hydrodynamics, Bjorken ow, Gubser ow, long-time tails
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Poglavje 1
Uvod
V magistrskem delu obravnavana re²itev relativisti£nih Navier-Stokesovih ena£b je
model centralnega trka teºkih ionov pri visoki energiji. S trkanjem masivnih ionov,
ponavadi so to jedra zlata ali svinca, lahko v pospe²evalnikih, kot sta CERN-ov
ALICE eksperiment ali RHIC (relativistic heavy ion collider) Brookhavenskega na-
rodnega laboratorija, za kratek £as (cca. 10−23 sekunde) ustvarimo plazmo kvarkov
in gluonov. To je stanje snovi pri visoki gostoti in temperaturi v lokalnem ravno-
vesju, pri katerem kvarki niso vezani v barvno nevtralne teºje delce in med sabo
mo£no interagirajo.
Kvark-gluonska plazma nas zanima med drugim tudi zato, ker naj bi celotno ve-
solje, kmalu po velikem poku, za kratek £as bilo v takem stanju. S trkanjem teºkih
jeder lahko tako pogoje zgodnjega vesolja za£asno poustvarimo v laboratoriju. Po-
leg tega testiramo na²e razumevanje visokoenergijske zike oziroma bolj speci£no,
kvantne kromodinamike pri visokih energijah in gostotah, kjer je obi£ajen pristop s
perturbativnim ra£unom neuporaben, [1].
Opisujemo centralni trk dveh teºkih ionov pri visokih energijah. Ker iona po-
tujeta pri zelo visoki hitrosti si ju predstavljamo kot dve Lorentzovo kontrahirani
pala£inki, ki se ob trku zalepita to£no ena na drugo. Takoj po trku je tempera-
tura vi²ja od vezavne temperature kvarkov, tako da ti ne ostanejo vezani v hadrone,
ampak tvorijo plazmo kvarkov in gluonov. Po trku se nastala plazma ²iri in s tem
ohlaja. e smer po kateri priletita iona imenujemo longitudinalna, nanjo pravoko-
tni smeri pa sta transverzalni, se ²irjenje plazme dogaja primarno v longitudinalni
smeri. Plazma se obna²a kot teko£ina z zelo majhno viskoznostjo, zato lahko ²ir-
jenje opisujemo hidrodinamsko in ker so njeni sestavni delci pri visokih hitrostih
mora biti hidrodinamika zapisana v skladu s teorijo relativnosti. Ko se plazma do-
volj ohladi da temperatura pade pod vezavno, se kvarki zdruºijo v pare ali trojice -
plazma hadronizira - in tako tvorijo v trku nastale mezone in barione. Ti nekaj £asa
po hadronizaciji plazme med sabo ²e interagirajo, nakar se ob dolo£enem £asu plin
hadronov dovolj ohladi da se med sabo ne £utijo ve£ in prosto odletijo iz obmo£ja
trka. Opisan potek je prikazan na sliki 1.1, kjer je na vodoravni osi longitudinalna
smer na navpi£ni pa £as. Razli£ni odtenki modre prikazujejo razli£ne faze trka, kjer
predpostavljamo da se procesi odvijajo v odvisnosti od lastnega £asa.
To je tudi glavna predpostavka hidrodinamskega modela za ²irjenje plazme, kot
si ga je zamislil James Bjorken, [3]. Zaradi relativisti£nih hitrosti so razne koli£ine
odvisne od lastnega in ne laboratorijskega £asa, kar pomeni, da morajo biti vse ko-
li£ine invariantne na potiske v longitudinalni smeri, poleg tega pa je za centralne
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Slika 1.1: Prikaz trka relativisti£nih teºkih jeder. Kmalu po trku nastane kvark-
gluonska plazma, ki se raz²irja in ohlaja dokler ne hadronizira. asovne vrednosti
in prikaz trka povzeta po [2].
trke smiselno predpostaviti ²e rotacijsko invarianco v transverzalni ravnini. Ob do-
datni predpostavki, da je hitrost ²irjenja plazme v transverzalni smeri zanemarljivo
majhna, v primerjavi s tisto v longitudinalni, je hitrostni prol enoli£no dolo£en in
ga imenujemo Bjorkenov tok. Prva posplo²itev Bjorkenovega toka je tako tok, pri
katerem upo²tevamo tudi transverzalno ²irjenje plazme. Stephen Gubser dovoli ne-
ni£elno transverzalno hitrost pod pogojem da je celoten hitrostni prol konformno
simetri£en na dolo£eno me²anico translacije in posebne konformne transformacije,
[4, 5]. Konformna simetrija je posplo²itev standardne Poincaréjeve simetrije rela-
tivisti£nih sistemov in je uporabna v primeru ko opisujemo sisteme invariantne na
skaliranje. eprav v kvark-gluonski plazmi konformna simetrija ni eksaktna, nudi
dobro aproksimacijo kvantne kromodinamike nad temperaturo ujetja kvarkov.
Glede na to, da opisujemo tok kvark-gluonske plazme, kar opi²e kvantna kromo-
dinamika pri visoki temperaturi, najprej pojasnimo kako je klasi£na relativisti£na
hidrodinamika lahko v tem primeru sploh uporabna. V drugem poglavju zato pred-
stavimo sodoben pogled na hidrodinamiko, zapi²emo relativisti£ne hidrodinamske
ena£be in spoznamo kako se tretira termi£ne uktuacije. Kvark-gluonska plazma
je namre£ dovolj majhen sistem (reda velikosti 102 − 104 gradnikov), da teh ne
moremo kar zanemariti. V tretjem poglavju zapi²emo ²e nekaj splo²nih lastnosti
konformne hidrodinamike in podrobno spoznamo dve re²itvi hidrodinamskih ena£b
s konformno simetrijo, najprej enodimenzionalni tok ²irjenja plazme kot ga je pre-
dlagal Bjorken, nato pa ²e Gubserjev tok. Kon£no je £etrto poglavje rezervirano za
re²evanje zadanega problema. Pokaºemo da se korelatorji hidrodinamskih spremen-
ljivk v Gubserjevem toku relaksirajo po£asi - s poten£nim zakonom. V zaklju£ku
komentiramo nadaljnje moºnosti izpopolnjevanja opisa trkov teºkih jeder pri visokih
energijah.
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Hidrodinamika
V tem poglavju predstavimo sodoben pogled na hidrodinamiko kot efektivno teo-
rijo za opis ve£del£nih sistemov na velikih krajevnih in £asovnih skalah. Spoznamo
osnovne koncepte hidrodinamike, zapi²emo hidrodinamske ena£be in uvedemo sis-
temati£no obravnavo uktuacij hidrodinamskih spremenljivk.
2.1 Hidrodinamika kot efektivna teorija
Hidrodinamika je klasi£na efektivna teorija polja1, ki opisuje dinamiko klasi£nega
ali kvantnega ve£del£nega sistema v lokalnem termi£nem ravnovesju na skalah, ve-
liko ve£jih od intrinzi£ne skale sistema, [6, 7]. Teorijo, ki opisuje dinamiko tega
ve£del£nega sistema zato imenujemo mikroskopska teorija, njeno intrinzi£no skalo
pa mikroskopska skala ℓmic. V ²ibko sklopljeni teoriji je to na primer povpre£na
prosta pot, v mo£no sklopljeni relativisti£ni teoriji pa to vlogo prevzame inverzna
temperatura 1/T .2 Skale veliko ve£je od mikroskopske ℓmic na katerih za opis sis-
tema uporabimo hidrodinamski pristop pa imenujemo makroskopske in ozna£imo z
L, velja torej ℓmic ≪ L. Od mikroskopske teorije zahtevamo ²e da je v lokalnem
ravnovesju, na skalah velikostnega reda L pa po tem ni potrebe. Ravno zaradi
tega pride na velikih skalah do neke dinamike, ki jo poskusimo s hidrodinamskimi
ena£bami £im bolje opisati.
Najprej uvedemo koncept hidrodinamske celice. To je del prostora neko line-
arno dolºino b okoli dolo£ene to£ke. Parameter b mora biti hkrati dovolj majhen,
b≪ L, in dovolj velik da lahko vsebino ene hidrodinamske celice obravnavamo ter-
modinamsko, veljati mora torej ℓmic ≪ b. Poleg tega pazimo tudi na korelacijsko
dolºino ξ, posamezne hidrodinamske celice morajo biti nekorelirane, torej ξ ≪ b.
Hidrodinamska celica je uporaben koncept za denicijo koli£in, ki so relevantne na
dolgih skalah. Te imenujemo hidrodinamske spremenljivke.
V naslednjem koraku je potrebno prepoznati koli£ine, ki bi lahko nastopale kot
hidrodinamske spremenljivke. Ker je snov znotraj posamezne hidrodinamske celice
v ravnovesju, se nam med drugim ponujajo vrednosti termodinamskih koli£in v vsaki
1Efektivna teorija polja je teorija, ki se v principu izpelje iz mikroskopske kvantne teorije po-
lje in ima omejen rezim veljavnosti, ki je dovoljsen za opis nekega zikalnega problema. Poleg
hidrodinamike je dobro znana efektivna teorije na primer kiralna teorija v kvantni kromodinamiki.
2V mo£no sklopljenih teorijah skalo prevzamejo kolektivne koli£ine, kot je temperatura. V
sistemu kjer je temperatura dominantna skala, je potem povpre£na pot med trki, ki dolo£ajo
hidrodinamsko skalo, 1/T.
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od celic. Kot druga druºina koli£in, ki bi lahko bile primerne za opis na makroskop-
skih skalah so ohranjeni naboji mikroskopske teorije. Njihove perturbacije imajo
dolge relaksacijske £ase in dominirajo evolucijo sistema na dolgih skalah, medtem
ko neohranjene koli£ine dajo kratkoºive ekscitacije, ki zamrejo eksponentno. Poleg
termodinamskih spremenljivk in ohranjenih koli£in je izbira hidrodinamskih spre-
menljivk odvisna od lastnosti posamezne mikroskopske teorije. e obravnavamo
teorijo blizu faznega prehoda drugega reda, potem je hidrodinamska spremenljivka
tudi ureditveni parameter, £e ima teorija spontano zlomljeno lokalno simetrijo vza-
memo ²e Goldstoneove bozone, £e obravnavamo lokalno umeritveno teorijo, potem
upo²tevamo ²e umeritveno polje, glej [8, 9, 10]. Za primer ki ga bomo obravnavali
v nadaljevanju bodo poleg termodinamskih koli£in dovolj ohranjene koli£ine mikro-
skopske teorije. Iz njih dobimo koli£ine, uporabne za opis na dolgih skalah, tako,
da vsako od gostot ohranjenih koli£in povpre£imo po celotni hidrodinamski celici.
Te povpre£ne gostote so sedaj tako kot termodinamske spremenljivke odvisne le od
tega v kateri celici se nahajamo - v Fourierjevem prostoru je zgornja meja za velikost
valovnega vektorja enaka Λ ≈ 1/b.
Hidrodinamske spremenljivke so v principu naklju£ne, saj lahko nanje vplivajo
tako kvantne kot termi£ne uktuacije. Kvantne bomo zanemarili,3 termi£ne pa
obravnavamo v podpoglavju 2.3, po tem ko se v naslednjem podpoglavju spoznamo
z obi£ajno relativisti£no hidrodinamiko brez uktuacij.
Ostaja torej vpra²anje, kako se hidrodinamske spremenljivke razvijajo s £asom.
Ena£be, ki opisujejo evolucijo hidrodinamskih spremenljivk imenujemo hidrodinam-
ske ena£be in so, tako kot smo vajeni ºe iz obi£ajne hidrodinamike, trditve o ohranitvi
dolo£enih koli£in. Zaradi osnovne predpostavke da se hidrodinamske koli£ine spremi-
njajo po£asi, bomo uvedli razvoj po gradientih le teh koli£in, koecienti tega razvoja
pa bodo transportni koecienti, katerih vrednosti sledijo iz korelacijskih funkcij mi-
kroskopske teorije. Prav tako iz mikroskopske teorije sledi tudi ena£ba stanja. V
primeru da mikroskopske teorije ne poznamo najbolje, si lahko pomagamo z njenimi
simetrijami, ki jih seveda morajo spo²tovati tudi hidrodinamske ena£be.4
2.2 Relativisti£na hidrodinamika
V primeru relativisti£ne teorije nam invarianca na translacije v prostor-£asu da
ohranitev tenzorja energije in gibalne koli£ine T µν , ohranjen tok zaradi invariance
na rotacije in potiske pa jeMµνλ = xµT νλ − xνT µλ, ki je ohranjen natanko takrat
ko je tudi T µν . Hidrodinamska ena£ba je tako ohranitev tenzorja energije in gibalne
koli£ine,
∇µT µν = 0, (2.1)
kjer je ∇µ kovarianten odvod, saj dovoljujemo moºnost, da se teko£ina premika po
ukrivljenem prostor-£asu. Pripadajo£a naboja sta P 0 =
∫
ϵ d3x in P i =
∫
πid3x,
kjer smo z ϵ = T 00 ozna£ili gostoto energije, s πi = T 0i pa gostoto gibalne koli£ine.
3Za dano kvantno uktuacijo mora biti negotovost energije veliko manj²a od termi£ne energije.
Najbolj energetske so uktuacije z valovno dolºino b, njihova frekvenca cs/b mora biti tako veliko
manj²a od temperature T , oziroma b≫ cs/T , kjer je cs hitrost zvoka.
4Upo²tevanje simetrij mikroskopske teorije je klju£no pri formulaciji vsake efektivne teorije
polja.
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Gostotni operator mikroskopske teorije je potem [11]
ρ =
1
Z
eβuµP
µ
, (2.2)
kjer je Z particijska funkcija, termodinamski spremenljivki inverzna temperatura
β = 1/T in hitrost uµ, pa parametrizirata dolo£eno ravnovesno stanje. Z ϵ in πi sta
povezani preko ena£be stanja p = p(ϵ) kot [6]:
w = sT (2.3a)
πµ = wuµ, (2.3b)
kjer smo vpeljali gostoto entalpije w(ϵ) = ϵ + p(ϵ). V hidrodinamiki obravnavamo
stanja sistema ko termodinamski spremenljivki β in uµ nista konstantni po celem
prostoru (kar bi veljalo v primeru globalnega ravnovesja), ampak skozi prostor-£as
po£asi variirata. Njuno evolucijo dolo£a ena£ba (2.1), treba je samo ²e dolo£iti
odvisnost tenzorja T µν od hidrodinamskih spremenljivk.
To odvisnost imenujemo konstitutivna relacija, in jo dolo£imo iz predpostavke
da se hidrodinamske spremenljivke skozi prostor-£as spreminjajo po£asi. Ta predpo-
stavka je klju£nega pomena za formulacijo hidrodinamske efektivne teorije, saj nam
dovoljuje zapis ohranjenih tenzorjev v obliki razvoja po gradientih hidrodinamskih
spremenljivk, kjer je vsak naslednji odvod posamezne hidrodinamske spremenljivke
manj²i od prej²njih (£e le hidrodinamske spremenljivke res variirajo po£asi).
Koecienti pred odvodi so ravno transportni koecienti, katerih vrednosti so do-
lo£ene iz korelacijskih funkcij mikroskopske teorije. Pri formulaciji efektivne teorije
je transportne koeciente, in prav tako ena£bo stanja p = p(ϵ), potrebno izra£unati
ali dolo£iti eksperimentalno. Ra£unske metode v kvantni teoriji polja zajemajo per-
turbativne pristope [12], izra£une na mreºi [13, 14], AdS/CFT dualnost [15, 16], ipd.
Omeniti je potrebno, da je v teorijah, kot je kvantna kromodinamika, to izjemno
zahtevno in da je na²e trenutno znanje o ena£bi stanja in transportnih koecientih
kvantne kromodinamike precej omejeno. V tej magistrski nalogi zato pustimo vse
izraze splo²ne in pri analizi toka ne uporabljamo eksplicitnih vrednosti transportnih
koecientov.
Za£nemo z dekompozicijo tenzorja energije in gibalne koli£ine. Za vsak simetri£en
tenzor T µν (v na²em primeru tenzor energije in gibalne koli£ine) in vektor tipa £as
uµ (v na²em primeru hitrost) lahko T µν razbijemo na komponente vzporedne in
pravokotne uµ na na£in
T µν = Euµuν + P∆µν + qµuν + qνuµ + tµν , (2.4)
kjer sta E in P skalarja, qµ pravokoten vektor (uµqµ = 0) in tµν pravokoten, sime-
tri£en in brezsleden tenzor, ki so dolo£eni iz T µν preko
E = uµuνT µν qµ = −∆µαTαβuβ
P = 1
d
∆µνT
µν tµν = ∆µναβT
αβ, (2.5)
kjer je ∆µν = uµuν + gµν projektor na pravokotne vektorje in
∆µναβ =
1
2
(
∆µα∆
ν
β +∆
ν
α∆
µ
β
)
− 1
d
∆µν∆αβ (2.6)
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projektor na simetri£ne brezsledne pravokotne tenzorje. Z d ozna£ujemo dimenzijo
prostora, v na²em primeru torej d = 3. Konstitutivne relacije nam bodo sedaj
izraºale komponente E , P , qµ in tµν s hidrodinamskimi spremenljivkami T in uµ.
Omenimo ²e, da lahko namesto T uporabimo tudi katerokoli drugo skalarno polje
teorije, v na²em primeru na primer ϵ ali p, kjer so povezave med njimi dane s
termodinamskimi relacijami.
Zapisa konstitutivnih relacij se lotimo v najpreprostej²em primeru, ko gradiente
hidrodinamskih spremenljivk kar zanemarimo. V hidrodinamskih ena£bah tako ne
nastopa noben odvod, torej so tudi vsi tokovi s hitrostnimi gradienti kar stacionarni.
To je ravno idealna hidrodinamika, ki zanemarja viskoznost teko£ine. Vektor qµ in
tenzor tµν sta lahko sestavljena samo iz odvodov hidrodinamskih spremenljivk, torej
sta enaka ni£. V stati£nem ravnovesju lahko za mikroskopsko teorijo pora£unamo
da je tenzor energije in gibalne koli£ine v lastnem sistemu enak
T µν = diag (ϵ, p, p, p) , (2.7)
kjer nam ena£ba stanja p(T ) dolo£a ϵ = −p + T∂p/∂T . V poljubnem sistemu, v
katerem ima teko£ina hitrost uµ, je potem tenzor energije in gibalne koli£ine enak
T µν = ϵuµuν + p∆µν , (2.8)
oziroma E = ϵ in P = p, kjer sta, za razliko od stati£nega ravnovesja, sedaj spre-
menljivki ϵ in p po£asi se spreminjajo£i funkciji koordinat.
Pokaºemo lahko ²e pri£akovan rezulat da se v idealni hidrodinamiki entropija ne
ve£a. Za (2.8) nam ohranitev T µν (2.1) v longitudinalni smeri (uν∇µT µν = 0), da
∇µ (wuµ) = uµ∇µp, (2.9)
kar z upo²tevanjem termodinamskih zvez vodi do
∇µ (suµ) = 0, (2.10)
kjer je s gostota energije.
Obravnavajmo sedaj iz ravnovesja malce zmaknjen primer, tako da T µν razvijemo
do prvega reda v gradientih. Tak razvoj imenujemo disipativna hidrodinamika, saj
hitrostni prol z neni£elnim gradientom hitrosti sedaj ni ve£ stacionaren - znak
neni£elne viskoznosti.
Takoj nastopi problem kako izven ravnovesja termodinamske koli£ine sploh de-
nirati. Temperatura in hitrost nimata neke mikroskopske denicije, ki bi jo lahko
uporabili tudi izven ravnovesja, zato si lahko izberemo ve£ razli£nih denicij, ki
se razlikujejo v gradientih hidrodinamskih spremenljivk in katere se bodo v ravno-
vesju (ko bodo ti gradienti ni£elni) pribliºale isti vrednosti. Za majhne odmike iz
ravnovesja lahko upo²tevamo izsledke idealne hidrodinamike in pi²emo
E = ϵ+ fE(∂T, ∂u) (2.11a)
P = p+ fP(∂T, ∂u), (2.11b)
kjer sta ϵ in p dolo£ena z ena£bo stanja v ravnovesju, pri zapisu izvenravnovesnih
popravkov fE in fP pa smo ozna£ili da so odvisni od gradientov termodinamskih
spremenljivk. Izbira fE in fP je v angle²ki literaturi ozna£ena kot choice of frame
in je pa£ arbitrarna, vaºno je le, da je T µν od izbire neodvisen.
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Glede na to da bo sedaj T µν = ϵuµuν + p∆µν + Πµν , kjer Πµν vsebuje popravke
sorazmerne prvim odvodom hidrodinamskih koli£in, se odlo£imo za opcijo da ostane
energija v lastnem sistemu enaka tisti iz idealne situacije. Zahtevamo torej Πµνuν =
0 oziroma
T µνu
ν = −ϵuµ, (2.12)
iz £esar za (2.5) sledi qµ = 0. Zgornji pogoj je uporabljen v knjigi Mehanika uidov
avtorjev Landaua in Lif²ica [17], seveda pa lahko uporabimo tudi kak²no drugo
zahtevo. V primeru da imamo ²e kak drug ohranjen naboj je Carl Eckart v [18]
uporabil pogoj da v lastnem sistemu ni toka naboja (tako kot v Landauovem primeru
v lastnem sistemu ni toka energije).
Sedaj ko imamo E = ϵ in qµ = 0 izbrana, ostane dolo£iti ²e P in tµν . Za skalar
P obstajata dve moºnosti ki vsebujeta prvi odvod hidrodinamskih spremenljivk:
P = p+ c1uµ∇µT + c2∇µuµ +O
(
(∇u)2
)
, (2.13)
s tem da v idealni hidrodinamiki ta dva skalarja nista neodvisna en od drugega in
se, £e na primer uµ∇µT z uporabo longitudinalnega dela (2.1) za idealen T µν (2.8)
izrazimo z ∇µuµ in vstavimo nazaj v zgornji izraz, zmotimo le za O ((∇u)2), tako
da lahko v resnici pi²emo
P = p− ζ∇µuµ +O
(
(∇u)2
)
, (2.14)
kjer se koecient ζ izkaºe za volumsko (drugo) viskoznost. Kar se ti£e tenzorja tµν
pa obstaja le ena moºnost sestavljena iz prvih odvodov in zna²a
∆µναβ∇αuβ = ∆µα∆νβ∇(αuβ) −
1
d− 1
(∇µuµ)gµν , (2.15)
kjer okrogli oklepaji predstavljajo simetrizacijo, A(αβ) = 12 (Aαβ + Aβα). Za tenzor
tµν tako pi²emo,
tµν = −2η∆µναβ∇αuβ, (2.16)
kjer je η (prva) viskoznost. Tenzor energije in gibalne koli£ine v razvoju do prvih
gradientov, se tako glasi
T µν = ϵuµuν + p∆µν − 2η
(
∆µα∆νβ∇(αuβ) −
1
d− 1
(∇λuλ)gµν
)
− ζ(∇λuλ)∆µν ,
(2.17)
zahtevo po ohranitvi zgornjega tenzorja pa imenujemo relativisti£na Navier-Stokesova
ena£ba, saj nam v nerelativisti£ni limiti da ravno klasi£ne Navier-Stokesove ena£be.
Pri zgornjih razmi²ljanjih nam je strukturo konstitutivnih relacij v celoti dolo£ila
le zahteva po spo²tovanju Poincaréjeve simetrije, vrednosti prve in druge viskoznosti
pa sledita iz podrobnosti posamezne mikroskopske teorije. Dodatne pogoje za tran-
sportne koeciente lahko dobimo iz sicer nedokazane a precej verjetne predpostavke
po pozitivni divergenci entropijskega toka. Naj bo entropijski tok oblike
Sµ = suµ + (popravki), (2.18)
kjer so ozna£eni popravki sestavljeni iz gradientov temperature in hitrosti in morajo
biti v ravnovesju enaki ni£. e torej zahtevamo pozitivno divergenco zgornjega toka,
∇µSµ ≥ 0, (2.19)
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sledi [6]
η ≥ 0 in ζ ≥ 0. (2.20)
V principu lahko nadaljujemo z razvijanjem po gradientih do vi²jih redov in
tako z upo²tevanjem vi²jih odvodov vedno bolj natan£no opisujemo detajle teorije,
a se bomo tukaj ustavili. Za na²e potrebe bo dovolj dober razvoj do prvih odvodov.
Zapi²imo le za ob£utek kako izgleda tµν za konformno teko£ino v razvoju do drugega
reda [19]:
tµν = − 2ησµν + 2ητΠ
(
∆µναβu
λ∇λσαβ +
1
d− 1
(∇λuλ)σµν
)
+ κ∆µναβ
(
Rαβ − (d− 2)uρRραβσuσ
)
+∆µναβ
(
λ1σ
α
ρσ
βρ + λ2σ
α
ρΩ
βρ + λ3Ω
α
ρΩ
βρ
)
,
(2.21)
kjer je Ω = 1
2
∆µα∆νβ (∇αuβ −∇βuα) vrtin£nost, Rµναβ Riemannov in Rµν Riccijev
tenzor. Kot vidimo imamo sedaj kar 5 transportnih koecientov τΠ, κ in λ1,2,3, £e
ne bi zahtevali konformne invariance pa bi jih imeli celo 15 [20]. V primeru razvoja
do tretjega reda ti dve ²tevili narasteta na 20 za konformne oziroma 68 za obi£ajne
teko£ine [21].
Razvoja T µν ve£ kot do tretjega reda sploh ne poznamo, vseeno pa si lahko pred-
stavljamo da poznamo kar vse £lene razvoja. Disperzijska relacija za posamezen
hidrodinamski na£in je potem poten£na vrsta v velikosti valovnega vektorja. Vpra-
²amo se lahko ali ta vrsta konvergira, kak²ne so njene lastnosti itd. V [22] so z
metodami kompleksnih krivulj pokazali, da ima taka vrsta neni£elen radij konver-
gence in dokazano trditev s pomo£jo AdS/CFT dualnosti demonstrirali na primeru
mo£no sklopljene konformne N = 4 supersimetri£ne Yang-Mills teorije. Ve£ lastno-
sti takih vrst je opisanih v [23].
Omenimo ²e, da tako Landauova (2.12) kot Eckartova izbira izvenravnovesne
energije in hitrosti, rezultirata v hidrodinamskih ena£bah, ki niso stabilne in dovo-
ljujejo potovanje informacij s hitrostjo ve£jo od svetlobne. Problemati£ni so tisti
visoko-frekven£ni na£ini, katerih naj hidrodinamika sploh ne bi opisovala, tako da
nas to (razen za numeri£ne implementacije) ne skrbi preve£. Vseeno, problem je ºe
re²en, prve re²itve so vsebovale dodatek pomoºnih polj, ki sluºijo kot regulatorji pri
visokih frekvencah, glej npr [24, 25] in [19], obstaja pa tudi lep²a re²itev s pravilno
izbiro izvenravnovesne energije in hitrosti [26]. Za na²e potrebe ostajamo pri prvi
opciji, da nas o tem ne skrbi preve£, in tudi v nadaljevanju, ko se lotimo dodajanja
uktuacij, uporabljamo Landauovo izbiro.
2.3 Relativisti£na hidrodinamika s uktuacijami
Sedaj dodamo zgornjemu opisu relativisti£nih ve£del£nih sistmeov ²e zadnji element,
ki ga potrebujemo za re²evanje zadanega problema. To so uktuacije hidrodinamskih
spremenljivk. Kot smo razmi²ljali v podpoglavju 2.1, so hidrodinamske spremen-
ljivke zaradi termi£nih uktuacij naklju£ne. Porazdelitev posamezne hidrodinamske
spremenljivke naj bo Gaussova. Naklju£no spremenljivko ψ zapi²emo kot vsoto
njene pri£akovane vrednosti ⟨ψ⟩ = ψ0 in uktuirajo£ega dela z ni£elno pri£akovano
vrednostjo δψ,
ψ = ψ0 + δψ. (2.22)
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Korelator dveh uktuacij ⟨δψa(t,x1)δψb(t,x2)⟩ je v ravnovesju invarianten na
translacije, torej odvisen le od razdalje y = x1 − x2 in sorazmeren z e−y/ξ, kjer je
ξ korelacijska dolºina. Da lahko uporabljamo hidrodinamski opis mora biti ξ ≪ b
in je tako potem z vidika uktuacij (katerih najve£ji valovni vektor je Λ ≈ 1/b),
ravnovesni korelator sorazmeren delta funkciji δ3(x1−x2), njegova velikost pa dana
s uktuacijsko-disipacijskim izrekom.
V stanju malo izven ravnovesja so na makroskopskih skalah L≫ b prisotni neni-
£elni gradienti hidrodinamskih spremenljivk, ki se spreminjajo na £asovni skali L/cs,
kjer je cs hitrost zvoka. Ker so hidrodinamske spremenljivke ohranjene koli£ine, je
njih transport difuziven proces, kar pomeni, da se lahko ob motnji na velikostni skali
L uravnovesi le snov na razdalji
ℓ∗ ≈
√
γL
cs
, (2.23)
kjer je γ primerna difuzijska konstanta. e uvedemo dolºini ℓ∗ pripadajo£ valovni
vektor
k∗ ≈
1
ℓ∗
≈
√
cs
γL
. (2.24)
lahko povemo isto trditev ²e v Fourierjevem prostoru: uktuacije z valovnimi vektorji
q za katere velja
k∗ ≪ q ≪ Λ (2.25)
se bodo uravnovesile, tiste s q ≈ k∗ pa ne.
Dalje lahko pokaºemo, da v primeru veljavnosti hidrodinamskega opisa (ℓmic ≪
L) za mejno dolºino velja
b≪ ℓ∗ ≪ L. (2.26)
Skala na kateri se uktuacije ne uravnovesijo takoj je torej reda velikosti ve£ja
od velikosti hidrodinamskih celic a reda velikosti manj²a od makroskopske skale L,
kar pomeni da lahko gledamo na uravnove²anje uktuacij kot na lokalen proces, ki
se dogaja na po£asi spreminjajo£em se ozadju, dolo£enim s pri£akovano vrednostjo
ψ0(t,x). Relevantne pa so torej le uktuacije z valovnimi vektorji q, za katere velja
1
L
≪ q ∼ k∗ ≪ Λ≪
1
ℓmic
, (2.27)
kjer smo zgornjo hierarhijo skal (2.26) zapisali v Fourierjevem prostoru. Pri izpeljavi
ena£b za uktuacije bomo tako lahko dolo£ene £lene z uporabo zgornjih neenakosti
zanemarili, vseeno pa moramo obdrºati neni£elne gradiente ozadja, saj so ti tisti,
ki uktuacije me£ejo iz ravnovesja. Kot bomo videli v nadaljevanju, pa seveda tudi
uktuacije vplivajo na obna²anje ozadja.
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Poglavje 3
Konformna hidrodinamika
V poglavju se spoznamo s koncepti hidrodinamike konformnih teorij in obravnavamo
dve re²itvi relativisti£nih Navier-Stokesovih ena£b s konformno simetrijo - Bjorkenov
in Gubserjev tok.
3.1 Konformna hidrodinamika
Konformna transformacija prostor-£asa gµν → ĝµν je karakterizirana s funkcijo pro-
storsko£asovnih koordinat ω(x), na na£in1
ĝµν = e
−2ω(x)gµν , (3.1)
oziroma ekvivalentno dŝ2 = e−2ω(x)ds2. Konformna transformacija torej spremeni
dolºine, a ohrani kote med vektorji, kar pomeni da se pri transformaciji geodetke
spremenijo, ohrani pa se tip (predznak dolºine) posameznega vektorja.
Teoriji z akcijo invariantno na konformne transformacije, Ŝ = S, pravimo kon-
formna teorija. Skalirno invariantne teorije, ki pridejo v po²tev pri opisu kriti£nih
to£k, sestavljajo podmnoºico konformnih transformacij, poljubna konfromna teorija
pa se od skalirno invariantne lo£i po dodatni invarianci na t.i. posebne konformne
transformacije,2 £eprav v praksi med pojmoma ponavadi niti ne lo£ujemo, saj so ve-
£inoma vse zikalno smiselne skalirno invariantne teorije tudi konformne, za pregled
glej [27]. Poleg opisa faznih prehodov v teoriji kondenzirane snovi [28] so konformne
teorije popularne tudi zato, ker so ksne to£ke toka renormalizacijske grupe. Tako
si lahko poljubno kvantno teorijo polja predstavljamo kot perturbacijo konformne
teorije z relevantnimi operatorji [29]. Dodatno, konformne teorije polja so sestavni
del AdS/CFT korespondence [30], z dvodimenzionalno konformno teorijo pa v teoriji
strun opisujemo dinamiko svetovnice strune [31].
Iz denicije takoj izpeljemo uporabno lastnost tenzorja energije in gibalne koli-
£ine konformne teorije. Tega izra£unamo iz akcije preko
T µν =
2√
|g|
δS
δgµν
, (3.2)
kjer je |g| absolutna vrednost determinante metrike g = det gµν . Za innitezimalno
1Tak tip transformacije se imenuje tudi (lokalna) Weylova transformacija.
2Ve£ o konformnih transformacijah in posebnih konformnih transformacijah v dodatku A.
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transformacijo δgµν = −2ω(x)gµν je sprememba akcije enaka
δS =
∫
δS
δgµν
δgµν = −2
∫
δS
δgµν
ωgµν ∝
∫
ωT µµ , (3.3)
za poljuben ω(x). Za konformno teorijo mora biti ta enaka ni£ in je tako enaka ni£
tudi sled tenzorja energije in gibalne koli£ine, T µµ = 0.
3 S tem je takoj dolo£ena tudi
ena£ba stanja in sicer
p(ϵ) =
ϵ
3
. (3.4)
V primeru disipativne hidrodinamike (razvoju do prvega reda v gradientih) pa iz
brezslednosti sledi ²e, da je volumska viskoznost ζ = 0.
Druga stvar ki nam bo koristila pri nadaljnji obravnavi je vedeti kako se neka ko-
li£ina X (lahko je to skalar, vektor, tenzor,..) pri konformni transformaciji spremeni.
e se homogeno, tako da lahko pi²emo
X̂ = eαXω(x)X, (3.5)
potem eksponent αX imenujemo konformna uteº koli£ine X in jo za potrebe te
sekcije kraj²e ozna£imo z
[X] = αX . (3.6)
Po deniciji je torej [gµν ] = −2, kjer je na mestu opozorilo, da je uteº odvisna od
indeksne strukture. e ima na primer vektor vµ uteº [vµ] = αv, bo uteº njemu
pripadajo£e forme gµνvν enaka [gµνvν ] = αv − 2.
Poi²£imo sedaj konformne uteºi koli£in ki jih bomo obravnavali v nadaljevanju.
Iz (3.2) najprej sledi
[T µν ] = d+ 2, (3.7)
dalje lahko iz normalizacije relativisti£ne hitrosti gµνuµuν = −1 preberemo [uµ] = 1
in zaradi razcepa
T µν = ϵuµuν + T µν⊥ , (3.8)
kjer je uµT
µν
⊥ , ²e [ϵ] = d.
V idealni hidrodinamiki za tok entropije Sµ = suµ velja ∇µSµ = 0 iz £esar sledi
[Sµ] = d in [s] = d− 1. Iz termodinamske relacije ϵ+ P = sT sedaj sledi ²e [P ] = d
in [T ] = 1. Iz konstitutivnih relacij razvoja do prvega reda v gradientih lahko
dolo£imo ²e konformno uteº viskoznosti. Direktno preverimo da velja [σµν ] = 3 in
je potemtakem [η] = d− 1.
Poznavanje konformnih uteºi bomo v nadaljevanju izkoristili za iskanje £asovnih
odvisnosti raznih koli£in. Z znano £asovno odvisnostjo ene od njih avtomati£no
poznamo tudi odvisnosti vseh ostalih. Tako imamo na primer ob znani £asovni
odvisnosti temperature ostale podane z:
ϵ ∝ T d, η ∝ T d−1, . . . (3.9)
3Sedaj lahko tudi pojasnimo zakaj za opis kvark-gluonske plazme, omenjene v uvodu, sploh upo-
rabljamo konformno teko£ino. Sled Tµν je sorazmerna beta funkciji sklopitvene konstante kvantne
teorije polja, ta pa gre v kvantni kromodinamiki za velike energije (npr. za visoko temperaturo)
proti 0.
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3.2 Bjorkenov tok
Kot je bilo omenjeno v uvodu je Bjorken predpostavil invarianco hitrostnega pro-
la na potiske v longitudinalni smeri. Naj se jedri pred trkom gibljeta po osi
z v kartezi£nem koordinatnem sistemu (t, x, y, z), prostor pa je raven z metriko
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. e uvedemo koordinati
τ =
√
t2 − z2 in η = artanh z
t
, (3.10)
imamo metriko ds2 = −dτ 2 + dx2 + dy2 + τ 2dη2 v kateri eksplicitno vidimo da inva-
rianca na potiske pomeni neodvisnost od koordinate η. e zgornjima koordinatama
dodamo ²e
x⊥ =
√
x2 + y2 in ϕ = arctan
y
x
(3.11)
in zahtevamo invarianco na rotacije okoli osi z in na translacije v ravnini xy, tako da
je tok res enodimenzionalen, je skupaj z zahtevo uµuµ = −1, hitrostni prol enoli£no
dolo£en kot:
u = ∂τ . (3.12)
Oziroma zapisano s komponentami, uµ = (uτ , ux, uy, uη) = (1, 0, 0, 0). Koordinatni
sistem (τ, x, y, η) (oziroma (τ, x⊥, ϕ, η)) je tako lastni sistem Bjorkenovega toka.
Z upo²tevanjem konformne ena£be stanja (3.4) in neni£elnih Christoelovih sim-
bolov v koordinatnem sistemu (τ, x, y, η),
Γτηη = τ in Γ
η
ητ =
1
τ
, (3.13)
zapi²emo tenzor energije in gibalne koli£ine v razvoju do prvih gradientov:
T µν = diag
(
ϵ,
ϵ
3
+
2η
3τ
,
ϵ
3
+
2η
3τ
,
1
τ 2
(
ϵ
3
− 4η
3τ
))
, (3.14)
kjer pazimo na podvojeno notacijo; zgoraj rabljena η je viskoznost, koordinata η pa
v komponentah tenzorja energije in gibalne koli£ine ne nastopa. Ena£ba za gostoto
energije nato sledi iz komponente ν = τ ohranitve ∇µT µν = 0:
∂τ ϵ+
4ϵ
3τ
=
4η
3τ
, (3.15)
ki ima v primeru idealne hidrodinamike (viskoznost η = 0) preprosto re²itev
ϵ ∝ τ−4/3, (3.16)
v disipativni hidrodinamiki pa dobi popravek zaradi viskoznosti. Uporabimo rezul-
tata (3.9) iz prej²nje sekcije in zapi²emo zgornjo ena£bo za temperaturo:
∂τT +
T
3τ
=
H0
3τ 2
(3.17)
kjer smo uporabili ϵ = T 4 in η = H0T 3, kjer je H0 brezdimenzijski parameter, ki
dolo£a viskoznost snovi. Re²itev zgornje ena£be je
T =
(
Ti +
H0
2τi
)(τi
τ
)1/3
− H0
2τ
, (3.18)
gostota energije in viskoznost ter ostale koli£ine pa sledijo po (3.9).
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3.3 Gubserjev tok
Tok pri trku jeder primarno res te£e v longitudinalni smeri, vseeno pa ne bi ²kodilo
opustiti Bjorkenove zahteve po translacijski invarianci v transverzalni ravnini ozi-
roma jo poskusiti zamenjati s kak²no drugo. Ohranimo torej zahtevi po invarianci na
potiske v smeri z in rotacije v transverzalni ravnini. Z drugimi besedami, v koordina-
tnem sistemu (τ, x⊥, ϕ, η) sta vektorja ∂η in ∂ϕ Killingova vektorja. Killingov vektor
X je generator simetrije prostor-£asa in tako zadovolji LXgµν = ∇µXν +∇νXµ = 0,
kjer L ozna£uje Liejev odvod.4 V primeru Bjorkenovega toka je bil tretji Killingov
vektor ∂x⊥ , ena£be
L∂ηu = 0 (3.19a)
L∂ϕu = 0 (3.19b)
L∂x⊥u = 0, (3.19c)
pa so nam potem (skupaj z zahtevo po normaliziranosti hitrosti) enoli£no dolo£ale
hitrost u = ∂τ .
Gubser je po navdihu iz ²tudija energetskih ²okov v 5-dimenzionalnem anti-
de Sitterjevem prostoru (AdS5), ki so holografsko dualni modelom kvark-gluonske
plazme v nekaterih konformnih teorijah polja ugotovil, da obstaja elegantna geome-
tri£na konstrukcija, ki omogo£a eksaktno re²itev hidrodinamskih ena£b in dovoljuje
transverzalno ekspanzijo. Ta konstrukcija ima ²e vedno dovolj simetrij, da tako
kot pri Bjorkenovem toku, enoli£no dolo£a hidrodinamsko hitrost. Namesto genera-
torja transverzalnih translacij ∂x⊥ Bjorkenovega toka, vzamemo enega od vektorjev
(i = x, y):
ξi4 = ∂i + q
2
(
2xix
µ∂µ − x2∂i
)
, (3.20)
kot je zapisan v koordinatnem sistemu (t, x, y, z). Kot vidimo je ta vektor translacija
v smeri x oziroma y (Killingov vektor Bjorkenovega toka) popravljena s posebno
konformno transformacijo z bµ ∝ δµ1 oz 2, katere vpliv je dolo£en z velikostjo prostega
parametra q, v limiti q → 0 pa dobimo Bjorkenov primer enostavne translacije.
Zgornji vektor ξ14 (in analogno ξ24) je Killingov vektor prostora AdS5, ki si ga
lahko predstavljamo kot vloºenega v R4,2 in dolo£enega z ena£bo
−
(
X−1
)2 − (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 = −1. (3.21)
Simetrija ki jo ξ14 dolo£a pa deluje na koordinati X1 in X4 kot obi£ajna rotacija.
Preverimo lahko tudi, da je Liejev odvod enega od ξi4 v smeri drugega sorazmeren
∂ϕ. Vektorji ξ14, ξ24 in ∂ϕ tako generirajo SO(3) podgrupo SO(4, 2), ki je simetrijska
grupa prostora AdS5 in ob enem grupa konformnih transformacij.5
V nadaljevanju torej vzamemo za tretji generator simetrije vektor ξ14, ki ga ²e
zapi²emo v koordinatnem sistemu (τ, x⊥, ϕ, η) in poimenujemo ζ,
ζ = 2q2τx⊥ cosϕ ∂τ+
(
1 + q2(τ 2 + x2⊥)
)
cosϕ ∂x⊥−
1− q2(τ 2 − x2⊥)
x⊥
sinϕ ∂ϕ. (3.22)
Sedaj ko smo si izbrali nove simetrijske zahteve ponovno pokusimo dolo£iti hitro-
stni prol. Iz zahtev po invarianci na potiske in rotacije je, v koordinatnem sistemu
4Ve£ o (konformnih) Killingovih vektorjih in Liejevem odvodu v dodatku A.
5Lorentzova grupa SO(3, 1) se z dodanimi konformnimi transformacijami pove£a na SO(4, 2).
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(τ, x⊥, ϕ, η), najbolj splo²en nastavek za hitrost
u = coshκ(τ, x⊥)∂τ + sinhκ(τ, x⊥)∂x⊥ , (3.23)
kjer je κ(τ, x⊥) zaenkrat ²e nedolo£ena funkcija. Ko poskusimo zadovoljiti ²e ena£bi
Lζu = 0, se izkaºe da tak κ ne obstaja. Najbliºe izometriji lahko pridemo £e
vzamemo
κ = artanh
2q2τx⊥
1 + q2(τ 2 + x2⊥)
. (3.24)
Takrat je
Lζuµ = −
1
4
(
∇λζλ
)
uµ (3.25)
in ζ t.i. konformni Killingov vektor. Imamo torej dve obi£ajni simetriji (izometriji) z
generatorjema ∂η in ∂ϕ in eno konformno simetrijo z generatorjem ζ. Glede na to da
opisujemo konformno teko£ino, lahko poskusimo s kako konformno transformacijo
spremeniti ta ζ v generator obi£ajne izometrije.
e z dŝ2 ozna£imo metriko
dŝ2 =
1
τ 2
ds2 =
−dτ 2 + dx2⊥ + x2⊥dϕ2
τ 2
+ dη2, (3.26)
vidimo da dobimo iz stoºca prihodnosti v prostoruR3,1, ki so ga pokrivale koordinate
{(τ, x⊥, ϕ, η) ∈ R3,1|τ > 0} prostor dS3 ×R, ki ga lahko s pravilno izbiro koordinat
pokrijemo v celoti.
Za intermezzo obravnavajmo 3-dimenzionalen de Sitterjev prostor dS3, ki si ga
lahko predstavljamo kot hiperboloid
−(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 = 1 (3.27)
v prostoru R3,1. e ga parametriziramo kot
X0 = −1− q
2(τ 2 − x2 − y2)
2qτ
, X1 =
x
τ
X2 =
y
τ
, X3 =
1 + q2(τ 2 − x2 − y2)
2qτ
(3.28)
potem njegovo ukrivljenost opisuje to£no metrika ds2 = −dτ 2 + dx2 + dy2 in ga s
pozitivnimi τ pokrijemo ravno pol, po drugi strani pa lahko vzamemo tudi
X0 = sinh ρ in X i = cosh ρri (3.29)
kjer je ri = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) enotski vektor vR3 in s koordinatami ρ ∈ R,
θ ∈ [0, π] in ϕ ∈ [0, 2π] pokrijemo celoten hiperboloid. Metrika v tem primeru zna²a
ds2 = −dρ2 + cosh2 ρ(dθ2 + sin2 θdϕ2).
Po primerjavi uvedemo v zgornjem primeru namesto (τ, x⊥) novi koordinati (ρ, θ)
preko zvez
sinh ρ = −1− q
2(τ 2 − x2⊥)
2qτ
in tan θ =
2qx⊥
1 + q2(τ 2 − x2⊥)
, (3.30)
oziroma
τ =
1
q cosh ρ(cos θ − tanh ρ)
in x⊥ =
sin θ
q(cos θ − tanh ρ)
. (3.31)
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Konformno transformirana metrika v (3.26) postane tako enaka
dŝ2 = −dρ2 + cosh2 ρ(dθ2 + sin2 θdϕ2) + dη2. (3.32)
Po konformni transformaciji (3.26) je tudi ζ postal obi£ajen Killingov vektor, s
spremembo koordinat (3.30) pa si olaj²amo iskanje hitrostnega prola, saj so v
tem koordinatnem sistemu vse zahtevane simetrije eksplicitno vidne; iz invariance
na potiske v longitudinalni smeri sledi da je hitrost neodvisna od η, simetrija na
rotacije grupe SO(3) generirane s ∂ϕ in ζ pa nam veleva da je hitrost neodvisna od
θ in ϕ. Tako zna²a hitrostni prol v sistemu (ρ, θ, ϕ, η):
û = ∂ρ. (3.33)
Dolo£imo sedaj ²e odvisnost gostote energije od de Sitterjevskega £asa ρ. V
primeru ni£elne viskoznosti nimamo produkcije entropije, torej je entropijski tok
ŝûµ ohranjen,
∇µ(ŝûµ) = ∂ρŝ+ 2ŝ tanh ρ = 0 (3.34)
in
ŝ ∝ cosh−2 ρ. (3.35)
Z upo²tevanjem konformnih uteºi imamo ϵ̂ ∝ ŝ4/3 in
ϵ̂ ∝ cosh−8/3 ρ. (3.36)
Za obravnavo viskoznega primera zapi²imo najprej tenzor energije in gibalne
koli£ine. Neni£elni Christoelovi simboli so
Γρθθ = sinh ρ cosh ρ Γ
θ
ρθ = tanh ρ Γ
ϕ
ρϕ = tanh ρ
Γρϕϕ = Γ
ρ
θθ sin
2 θ Γθϕϕ = − sin θ cos θ Γ
ϕ
θϕ = cot θ. (3.37)
in
T̂ µν = diag
(
ϵ̂,
ϵ̂− 2η̂ tanh ρ
3 cosh2 ρ
,
ϵ̂− 2η̂ tanh ρ
3 cosh2 ρ sin2 θ
,
ϵ̂+ 4η̂ tanh ρ
3
)
. (3.38)
Iz ν = ρ komponente ohranitve ∇µT̂ µρ = 0 sledi ena£ba za gostoto energije(
∂ρ +
8
3
tanh ρ
)
ϵ̂ =
4η̂
3
tanh2 ρ, (3.39)
kjer ponovno uvedemo ϵ̂ = T̂ 4 in η̂ = H0T̂ 3, tako da dobimo ena£bo za temperaturo,
ki zna²a (
∂ρ +
2
3
tanh ρ
)
T̂ =
H0
3
tanh2 ρ, (3.40)
njena re²itev pa je enaka
T̂ =
T̂0
cosh2/3 ρ
+H0 tanh ρ
(
−1 + cosh1/3 ρ 2F1
(
1
6
,
1
2
,
3
2
;− sinh2 ρ
))
, (3.41)
kjer je T̂0 = T̂ (ρ = 0). Omeniti velja, da ima temperatura ni£lo pri ρ0, ki jo za
eksperimentalno dolo£ene vrednosti T̂0 = 5.55 in H0 = 0.33 [4] lahko poi²£emo nu-
meri£no in dobimo ρ0 = −6.02. Negativne vrednosti temperature nam signalizirajo
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da pri tako majhnih ρ hidrodinamski opis ni ve£ veljaven, kar lahko preverimo z
vpeljavo Knudsenovega ²tevila
Kn =
1
T̂
⏐⏐⏐⏐⏐ T̂ ′T̂
⏐⏐⏐⏐⏐ , (3.42)
ki nam podaja razmerje med povpre£no prosto potjo (v na²em primeru inverzna
temperatura) in reprezentativno skalo toka. Hidrodinamski opis je tako utemeljen
£e je Kn ≪ 1. e za zgoraj omenjeni vrednosti parametrov nari²emo tempera-
turo in Knudsenovo ²tevilo, dobimo smiselen rezultat 3.1. Kot vidimo nam ni£la
Slika 3.1: Temperatura in Knudsenovo ²tevilo Gubserjevega toka v odvisnosti od de
Sitterjevskega £asa za vrednosti parametrov T̂0 = 5, 55 inH0 = 0, 33. Za ρ0 ≲ −6, 02
je sicer temperatura negativna, ampak kot vidimo iz grafa Knudsenovega ²tevila,
tam hidrodinamski opis ni ve£ veljaven, saj je le to veliko ve£je od 1 in pri ρ0 celo
divergira.
temperature sporo£a da tam hidrodinamika ni ve£ dober opis sistema, saj postane
Knudsenovo ²tevilo veliko ve£je od ena.
Zaradi preprostega hitrostnega prola (3.33), bomo celoten ra£un naredili v pro-
storu dS3 × R, zato v naslednjih poglavjih ne zapisujemo ve£ stre²ice nad vsako
od koli£in tega ukrivljenega prostora. Rezultate kalkulacij v dS3 × R pretvorimo
nazaj v raven prostor z upo²tevanjem izra£unanih konformnih uteºi v podpoglavju
3.1 in prehoda med koordinatnimi sistemi. Za gostoto energije, viskoznost in hitrost
imamo:
ϵ =
ϵ̂
τ 4
, η =
η̂
τ 3
in (3.43a)
uµ = τ
∂x̂ν
∂xµ
ûν = −τ
∂ρ
∂xµ
. (3.43b)
Zapi²imo pretvorbo ²e eksplicitno na primeru difuzijske konstante gostote gibalne
koli£ine γη = ηw , ki je v prostoru dS3 × R od de Sitterjevskega £asa odvisna kot
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γ̂η = γ̂η0 cosh
2/3 ρ, kjer je γ̂η0 neka konstanta. Z upo²tevanjem zgoraj zapisanega je
potem v R3,1 ta dana z
γη = τ γ̂η = γ̂η0τ
(
1 +
(
1− q2(τ 2 − x2⊥)
2qτ
)2)1/3
∝ τ 1/3, (3.44)
kjer smo pri zapisu sorazmernosti upo²tevali da je cosh ρ ∝ τ−1.
Sedaj ko lahko poljubno koli£ino pretvorimo v R3,1, lahko poi²£emo tudi njen
Bjorkenov analog. Spomnimo, da se simetrijska grupa Gubserjevega toka degenerira
v Bjorkenovo v limiti q → 0. Postopek pokaºimo kar na zgornjem primeru, poleg
limite q → 0 moramo vzeti ²e γ̂η0 →∞, tako da ostane produkt γ̂η0q−2/3 ksen:
γη =
γ̂η0
(2q)2/3
τ 1/3 = γη0τ
1/3, (3.45)
kjer smo uporabili da za majhne q velja cosh ρ ≈ 1
2qτ
+ . . . in ozna£ili γη0 =
γ̂η0
(2q)2/3
.
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Poglavje 4
Dolgo£asovni repi v Gubserjevem
toku
V poglavju zapi²emo evolucijsko ena£bo uktuacij, iz nje izpeljemo evolucijsko ena£bo
za varianco uktuacij, katere re²itev poi²£emo v obliki asimptotske vrste v razvoju
za velike velikosti valovnega vektorja, saj se v tem primeru lahko razli£ne £lene lepo
interpretira, dva renormalizirata viskoznost in gostoto energije, tretji pa predstavlja
kon£en popravek pri£akovane vrednosti tenzorja energije in gibalne koli£ine. Popra-
vek je manj²i od viskoznega popravka prvih redov v gradientih a ve£ji od £lenov
drugega reda v gradientih.
4.1 Izpeljava evolucijskih ena£b za uktuacije
V na²em primeru obravnavamo uktuacije v gostoti energije in hitrosti,
ϵ = ϵ0 + δϵ (4.1a)
uµ = uµ0 + δu
µ, (4.1b)
kjer sta ϵ0 in u
µ
0 Gubserjevi ravnovesni gostota energije in hitrost, v koordinatnem
sistemu (ρ, θ, ϕ, η) dani z (3.41) in (3.33). e za uktuirajo£o hitrost uµ zahtevamo
da je normalizirana kot uµuµ = −1, potem bi morali ravnovesno hitrost uµ0 v resnici
skalirati na na£in
uµ0 →
uµ0√
1− ⟨δuµδuµ⟩
, (4.2)
ampak ker je popravek v prvem pribliºku drugega reda in ker bo v ena£bah za
uktuacije povsod nastopala poleg koli£in prvega reda v uktuacijah, lahko to nor-
malizacijo zanemarimo, saj rezultira v £lenih tretjega reda v uktuacijah, medtem
ko si mi ºelimo v uktuacijah linearnih ena£b. Dalje sledi ²e da je zanemarljiva tudi
δuρ komponenta uktuacij, saj je reda manj²a od ostalih. Fluktuaciji sta v pov-
pre£ju ni£elni, ⟨δϵ⟩ = ⟨δuµ⟩ = 0, medtem ko drugi momenti v ravnovesju zna²ajo
[32]:
c2s⟨δϵ(t,x1)δϵ(t,x2)⟩ = w0Tδ3(x1 − x2) (4.3)
⟨δπi(t,x1)δπj(t,x2)⟩ = w0Tδijδ3(x1 − x2), (4.4)
kjer smo uvedli δπi = w0δui. Korelatorji uktuacij pa zgoraj zapisani vrednosti
zaradi vpliva ozadja tudi zapu²£ajo. V primeru Gubserjevega toka, ki opisuje ²irjenje
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kvark-gluonske plazme, bo ozadje uktuacije ves £as metalo iz ravnovesja. Kako se
bodo te vrnile v ravnovesno obliko nam bodo podajale ena£be, ki jih bomo izpeljali iz
evolucijskih ena£b za uktuacije. Neravnovesni korelatorji uktuacij pa vplivajo tudi
nazaj na ozadje, spremenijo namre£ pri£akovane vrednosti nastopajo£ih koli£in. To
je tudi na² glaven cilj, izra£unati popravljeno pri£akovano vrednost tenzorja energije
in gibalne koli£ine.
Prav tako kot hidrodinamske spremenljivke, je tudi sam tenzor T µν naklju£na
spremenljivka, zato mu dodamo Gaussovsko porazdeljen ²um, ⟨Sµν⟩ = 0, katerega
amplituda sledi iz uktuacijsko-disipacijskega izreka [9, 33]:
⟨Sµν(x1)Sαβ(x2)⟩ = 4Tη0∆µναβ0 δ(x1 − x2), (4.5)
izpeljavo pa pripenjam v dodatek B. Celoten tenzor energije in gibalne koli£ine je
tako sedaj
T µν(ϵ, u) + Sµν = T µν0 + δT
µν + Sµν , (4.6)
kjer smo zaradi naklju£nih energije in hitrosti uktuirajo£i del tenzorja energije in
gibalne koli£ine razdelili na neuktuirajo£ tenzor energije in gibalne koli£ine T µν0 =
T µν(ϵ0, u0), razvit do prvega reda v gradientih (2.17), in uktuacijo δT µν v kateri je
vsebovano vse ostalo. Hidrodinamske ena£be so potem
∇µ (δT µν + Sµν) = 0, (4.7)
kjer smo upo²tevali da je neuktuirajo£i del tenzorja energije in gibalne koli£ine ºe
sam po sebi ohranjen.
Za izra£un prvega popravka k pri£akovani vrednosti je v δT µν dovolj vzeti £lene
najve£ kvadrati£ne v uktuacijah. Tako torej pi²emo
T µν(ϵ, u) = T µν0 + u
µ
0u
ν
0δϵ+ c
2
s∆
µν
0 δϵ+ w0 (u
µ
0δu
ν + uν0δu
µ) + δΠµν
+
1
2
dc2s
dϵ
∆µν0 δϵ
2 + (1 + c2s) (u
µ
0δu
ν + uν0δu
µ) δϵ+ w0δu
µδuν ,
(4.8)
kjer smo ena£bo stanja razvili kot p(ϵ) = p(ϵ0)+c2sδϵ+
1
2
dc2s
dϵ
δϵ2 in zanemarili uktua-
cije drugega reda δ2Πµν tenzorja prvih gradientov Πµν , saj so po (2.27) reda manj²e
od ostalih £lenov. Zgornjo ena£bo povpre£imo in dobimo
⟨T µν(ϵ, u)⟩ = T µν(ϵ0, u0) +
1
cs
dcs
dϵ
∆µν0 ⟨csδϵcsδϵ⟩
+
1 + c2s
csw0
(⟨csδϵδπµ⟩uν0 + ⟨csδϵδπν⟩u
µ
0) +
1
w0
⟨δπµδπν⟩.
(4.9)
Kot vidimo bo torej treba izra£unati korelatorje med uktuacijami energije in gibalne
koli£ine, kar naredimo v naslednji sekciji tako, da iz ena£b za uktuacije (4.7) najprej
izpeljemo ena£be za korelatorje in potem te re²ujemo.
Zapi²imo sedaj ²e eksplicitno δT µν . Idealen del lahko razberemo ºe iz ena£be
(4.8),
δT µνid = u
µ
0u
ν
0δϵ+ c
2
s∆
µν
0 δϵ+ 2u
(µ
0 δπ
ν), (4.10)
uktuacijo dela linearnega v gradientih δΠµν pa dobimo kot
Πµν(ϵ, u) = Πµν(ϵ0, u0) + δΠ
µν
= Πµν(ϵ0, u0)− 2γη
(
∆µα0 ∆
νβ
0 ∇(αδπβ) −
1
3
(∇λδπλ)∆µν0
)
+ . . . (4.11)
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kjer smo z γη = η0w0 ozna£ili ravnovesno difuzijsko konstanto gostote gibalne koli£ine,
pikice pa ozna£ujejo dodatne £lene v katerih nastopajo odvodi ozadja in so zato (po
(2.27)) reda manj²i od odvodov uktuacij.
Sedaj lahko eksplicitno zapi²emo ena£bo gibanja uktuacij, (4.7). Determini-
sti£ni del ∇µδT µν je enak
∇µδT µν = ∇µδT µνid +∇µδΠ
µν
= ∇µδT µνid − 2γη∇µ∆
µα∆νβ
(
∇(αδπβ) −
1
3
(∇λδπλ)gαβ
)
, (4.12)
kjer upo²tevamo Christoelove simbole (3.37) in dobimo za idealni del
∇µδT µνid =
⎛⎜⎜⎜⎝
(∂ρ + 2(1 + c
2
s) tanh ρ) δϵ+∇iδπi + ∂ηδπη
(∂ρ + 4 tanh ρ) δπ
i + c2s∂
iδϵ
(∂ρ + 2 tanh ρ) δπ
η + c2s∂
ηδϵ
⎞⎟⎟⎟⎠ , (4.13)
kjer te£ejo indeksi i, j, · · · ∈ {θ, ϕ}, ∇i pa je kovariantni odvod na sferi radija cosh ρ.
Na podoben na£in je viskozni del:
∇µδΠµν = −γη
⎛⎜⎜⎜⎝
2
3
tanh ρ (∇iπi − 2∂ηδπη)
∇i∇iδπj + ∂η∂ηδπj + 1cosh2 ρδπ
j + 1
3
∂j (∇iδπi + ∂ηδπη)
∇i∇iδπη + ∂η∂ηδπη + 13∂
η (∇iδπi + ∂ηδπη)
⎞⎟⎟⎟⎠ . (4.14)
Preostane nam razpisati ²e stohasti£ni del ena£b. Upo²tevamo da je ²um sime-
tri£en, pravokoten in brezsleden pa imamo divergenco
∇µSµν =
⎛⎜⎜⎜⎝
tanh ρ gijs
ij
∇isij + ∂ηsj
∇isi − ∂η (gijsij)
⎞⎟⎟⎟⎠ , (4.15)
kjer smo vpeljali tenzor sij in vektor si, tako da deniramo vµ = (0, 0, 0, i), Λµν =
∆µν0 + v
µvν = diag
(
0, cosh2 ρ, cosh2 ρ sin2 θ, 0
)
in Λµναβ = 1
2
ΛµαΛνβ + 1
2
ΛµβΛνα −
1
3
ΛµνΛαβ. Vpeljana si in sij sta potem podana z
sij = ΛijαβS
αβ (4.16)
si = −iΛiαSαβvβ, (4.17)
iz £esar sledita druga momenta (Λij = ∆ij)
⟨si(x1)sj(x2)⟩ = 2Tη0∆ij0 δ(x1 − x2) (4.18a)
⟨sij(x1)skl(x2)⟩ = 4Tη0∆ijkl0 δ(x1 − x2). (4.18b)
Kon£no v celoti zapi²emo ena£be gibanja uktuacij. Imamo 3 ena£be (2 skalarni,
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1 vektorsko, i, j · · · ∈ {θ, ϕ}):(
∂ρ + 2(1 + c
2
s) tanh ρ
)
δϵ+
(
1− γη
3
tanh ρ
)
∇iδπi
+
(
1 +
γη
3
tanh ρ
)
∂ηδπ
η + tanh ρgijs
ij = 0
(4.19a)
(
∂ρ + 4 tanh ρ
)
δπj + c2s∂
jδϵ− γη
(
∇i∇iδπj + ∂η∂ηδπj
+
δπj
cosh2 ρ
+
1
3
∂j
(
∇iδπi + ∂ηδπη
))
+∇isij + ∂ηsj = 0
(4.19b)
(
∂ρ + 2 tanh ρ
)
δπη + c2s∂
ηδϵ− γη
(
∇i∇iδπη + ∂η∂ηδπη
+
1
3
∂η
(
∇iδπi + ∂ηδπη
))
+∇isi − ∂η
(
gijs
ij
)
= 0,
(4.19c)
ki skupaj z zgoraj zapisanimi drugimi momenti naklju£nih spremenljivk si in sij
(prvi so enaki 0) tvorijo sistem stohasti£nih diferencialnih ena£b.
Koristno je uktuacije zapisati v bazi v kateri so nastopajo£i odvodi diagonalni.
Odvisnost od spremenljivke η tako transformiramo Fourierjevo, v spremenljivkah θ
in ϕ pa uktuacije razvijemo po sfernih harmonikih. Odvisnost od ρ pustimo pri
miru. Po transformaciji bomo tako dobili navadne diferencialne ena£be za uktua-
cije. eprav je ta transformacija me²anica obi£ajne Fourierjeve in razvoja po sfernih
harmonikih, jo v nadaljevanju imenujemo kar Fourierjeva transformacija. To£na de-
nicija sfernih harmonikov in njihove lastnosti so zbrane v dodatku C. Skalarni
spremenljivki δϵ in δπη razpi²emo kot:
δϵ(ρ, θ, ϕ, η) =
∑
l,m
∫
δϵ(ρ, l,m, κ) Yl,m(θ, ϕ)
eiKη√
2π
dK (4.20)
δπη(ρ, θ, ϕ, η) =
∑
l,m
∫
δπη(ρ, l,m, κ) Yl,m(θ, ϕ)
eiκη√
2π
dκ, (4.21)
kjer smo eksplicitno zapisali tudi vse odvisnosti. Neznani vektor δπj ∈ S2cosh ρ razpi-
²emo po vektorskih sfernih harmonikih Ψil,m ∝ ∇iYl,m in Φil,m ∝ εij∇jYl,m na na£in:
δπj =
∑
l,m
∫ (
δπg(ρ, l,m, κ)Ψ
j
l,m(θ, ϕ) + δπr(ρ, l,m, κ)Φ
j
l,m(θ, ϕ)
) eiκη√
2π
dκ, (4.22)
kjer koecienta v razvoju imenujemo δπg za gradient in δπr za rotor. Prav tako
razvijemo tudi obe stohasti£ni spremenljivki, kjer moramo pri drugi uporabiti tudi
4 tenzorske sferne harmonike:
sj =
∑
l,m
∫ (
sg(ρ, l,m, κ)Ψ
j
l,m(θ, ϕ) + sr(ρ, l,m, κ)Φ
j
l,m(θ, ϕ)
) eiκη√
2π
dκ (4.23a)
sij =
∑
l,m
∫ (
sm(ρ, l,m, κ)η
ij
l,m(θ, ϕ) + sh(ρ, l,m, κ)ψ
ij
l,m(θ, ϕ)
+ sa(ρ, l,m, κ)χ
ij
l,m(θ, ϕ) + ss(ρ, l,m, κ)ϕ
ij
l,m(θ, ϕ)
) eiκη√
2π
dκ,
(4.23b)
32
4.1. Izpeljava evolucijskih ena£b za uktuacije
kjer ozna£be koecientov pri razvoju sij spet opisujejo na kak²en na£in dobimo
posameznega od harmonikov (m-metrika, h-hesse, a-antisimetri£en, s-simetri£en).
Iz (4.18) sledijo korelacije za koeciente razvoja kot:
⟨sg(x1)sg(x2)⟩ = ⟨sr(x1)sr(x2)⟩ =
2Tη0
cosh2 ρ
(−1)mδl,l′δm,−m′δ(κ+ κ′) (4.24a)
⟨sm(x1)sm(x2)⟩ =
4Tη0
3 cosh2 ρ
(−1)mδl,l′δm,−m′δ(κ+ κ′) (4.24b)
⟨sh(x1)sh(x2)⟩ = ⟨sa(x1)sa(x2)⟩ =
= ⟨ss(x1)ss(x2)⟩ =
4Tη0
cosh2 ρ
(−1)mδl,l′δm,−m′δ(κ+ κ′).
(4.24c)
Zgornje nastavke sedaj uporabimo v ena£bah (4.19), kjer upo²tevamo lastnosti sfer-
nih harmonikov in dobimo evolucijske ena£be za koeciente δϵ, δπg, δπr in δπη, kjer
je πr razklopljena od ostalih in pi²emo na kratko ℓ =
√
l2 + l:(
∂ρ + 2(1 + c
2
s) tanh ρ
)
δϵ−
(
1− γη
3
tanh ρ
) ℓ
cosh ρ
δπg
+ i
(
1− γη
3
tanh ρ
)
κδπη + tanh ρ sm
√
2 = 0
(4.25a)
(
∂ρ + 4 tanh ρ
)
δπg +
c2sℓ
cosh ρ
δϵ+ γη
((
ℓ2 − 2
cosh2 ρ
+ κ2 +
1
3
ℓ2
cosh2 ρ
)
δπg
− 1
3
iκℓ
cosh2 ρ
δπη
)
+
1√
2
ℓ
cosh ρ
sm −
√
ℓ2 − 2
2 cosh2 ρ
sh + iκsg = 0
(4.25b)
(
∂ρ + 4 tanh ρ+ γη
(
ℓ2 − 2
cosh2 ρ
+ κ2
))
δπr
− 1√
2
ℓ
cosh ρ
sa −
√
ℓ2 − 2
2 cosh2 ρ
ss + iκsr = 0.
(4.25c)
(
∂ρ + 2 tanh ρ
)
δπη + ic2sκδϵ+ γη
((
ℓ2
cosh2 ρ
+
4
3
κ2
)
δπη
+
iκℓ
3 cosh ρ
δπg
)
− ℓ
cosh ρ
sg − iκ
√
2sm = 0,
(4.25d)
Zgornji sistem lahko pospravimo v matri£no obliko, £e prvo od ena£b (4.19)
pomnoºimo s cs, ena£bi za δπg in δπr pa z i. Ozna£imo ²e vektor uktuacij ϕa,
vektor ka, analogen valovnemu vektorju, in njegovo velikost k2 kot
ϕa = (csδϵ, iδπg, iδπr, δπ
η) (4.26)
ka =
(
0,
√
l(l + 1)
cosh ρ
, 0, κ
)
(4.27)
k2 =
l(l + 1)
cosh2 ρ
+ κ2, (4.28)
kjer indeksi z za£etka abecede ozna£ujejo smeri v Fourierjevem prostoru a, b, · · · ∈
{ϵ, g, r, η}, dvigamo in spu²£amo pa jih z enotsko metriko. Ena£be uktuacij se
sedaj glasijo
∂ρϕa + Pabϕb + iLabϕb + γηDabϕb + ξa = 0, (4.29)
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kjer so
Pab = 2 tanh ρ
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 + c2s 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Lab = cs
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 kg 0 kη
kg 0 0 0
0 0 0 0
kη 0 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.30a)
Dab =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 k2 + 1
3
k2g 0
1
3
kgkη
0 0 k2 0
0 1
3
kgkη 0 k
2 + 1
3
k2η
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ξa =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
−kηsg + i√2kgsm −
i√
2
kgsh
−kηsr − i√2kgsa −
i√
2
kgss
−kgsg − ikη
√
2sm
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4.30b)
in smo £lena ±1
3
γηcs tanh ρ kg,η v prvi ena£bi1 ter £lene sorazmerne 2cosh2 ρ v drugi in
tretji ena£bi zanemarili. Prav tako je zanemarljiva prva komponenta ²uma ξϵ.
Iz (4.24) sledijo ²e drugi momenti ²uma ξa:
⟨ξa(ρ, l,m, κ)ξ∗b (ρ, l′,m′, κ′)⟩ =
2Tη0
cosh2 ρ
Dab(−1)mδl,l′δm,−m′δ(κ+ κ′), (4.31)
ki skupaj z ena£bo (4.29) tvorijo navadno stohasti£no diferencialno ena£bo za vektor
uktuacij ϕa.
4.2 Izpeljava evolucijskih ena£b za korelatorje
Za korelator v Fourierjevem prostoru vzamemo nastavek
⟨ϕa(ρ, l,m, κ)ϕ∗b(ρ, l′,m′, κ′)⟩ = Nab(ρ, l,m, κ)(−1)mδl,l′δm,−m′δ(κ+ κ′), (4.32)
kjer evolucijska ena£ba za Nab sledi iz ena£b gibanja za ϕa,
∂ρNab =− i (LacN∗cb −NacLcb)− γη (DacN∗cb +NacDcb)
− (PacN∗cb +NacPcb) +
2Tη0
cosh2 ρ
Dab,
(4.33)
njena izpeljava pa je v dodatku D. Zgornjo ena£bo se spla£a obravnavati v lastnem
sistemu matrike Lab. Njene lastne vrednosti zna²ajo
λ± = ±k, λr = 0 in λn = 0, (4.34)
s pripadajo£imi lastnimi vektorji (a, b, · · · ∈ {ϵ, g, r, η})
ea± =
1√
2
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
±kg
k
0
±kη
k
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ear =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
1
0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ean =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
−kη
k
0
kg
k
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.35)
1e naj hidrodinamika velja, morajo biti (analogno neenakosti (2.26)) £asi ki jih opisujemo,
veliko ve£ji od mikroskopskega relaksacijskega £asa, ki ga lahko ocenimo kot γη/c2s. Kot bomo
lahko videli v nadaljevanju, prevzame 1/ tanh ρ vlogo £asa, tako da imamo v teh £lenih ravno
razmerje mikroskopskega £asa s £asom.
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Vektorje zapisane v lastnem sistemu matrike L zapisujemo z velikimi tiskanimi in-
deksi z za£etka abecede, A,B, · · · ∈ {+,−, r, n}. Tako naprimer za matriko LAB
velja
LAB = eAaLabebB = diag (k,−k, 0, 0) , (4.36)
kjer stolpce matrike eaA sestavljajo zgoraj zapisani lastni vektorji in eAa = (eaA)
t.
Ena£ba uktuacij se v tem sistemu glasi
∂ρNAB =− i (λAN∗AB − λBNAB)− γη (DACN∗CB +NACDCB)
− (PACN∗CB +NACPCB) +
2Tη0
cosh2 ρ
DAB,
(4.37)
kjer sta matriki D in P :
DAB =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2
3
k2 −2
3
k2 0 0
−2
3
k2 2
3
k2 0 0
0 0 k2 0
0 0 0 k2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.38a)
PAB = 2 tanh ρ
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 + 1
2
c2s +
1
2
k2g
k2
1
2
c2s − 12
k2g
k2
0 − kgkη
k2
√
2
1
2
c2s − 12
k2g
k2
1 + 1
2
c2s +
1
2
k2g
k2
0 kgkη
k2
√
2
0 0 2 0
− kgkη
k2
√
2
kgkη
k2
√
2
0 2− k
2
g
k2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.38b)
V primeru da je A ̸= B je N∗AB = −NAB in £e je vsaj ena od λA in λB razli£na od
0, bo re²itev zaradi £lena z vsoto lastnih vrednosti v primerjavi s £asovnimi skalami ki
nas zanimajo (reda ∆ρ≫ 1/(csk∗)) hitro oscilirala in se v povpre£ju ne bo poznala.
Tako lahko N+−, N+r, N+n, N−r in N−n vse postavimo na ni£. Za korelator Nrn
zgornji argument ne velja, saj sta obe lastni vrednosti enaki 0 in imaginarnega £lena
nimamo. Vseeno, Nrn = 0, saj je ena£ba za πr razklopljena od ostalih.
Tako nam ostane obravnavati le ²e diagonalne komponente, za katere veljaN∗AB =
NAB in se potem lastni vrednosti v prvem £lenu (4.37) ravno od²tejeta. Glede na
to da sta ++ in −− elementa matrik DAB in PAB enaka sledi ²e N−− = N++ in je
matrika NAB tako oblike
NAB =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
N±± 0 0 0
0 N±± 0 0
0 0 Nrr 0
0 0 0 Nnn
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.39)
kar v originalnem sistemu (ϵ, g, r, η) zna²a
Nab =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
N±± 0 0 0
0
(
kg
k
)2
N±± +
(
kη
k
)2
Nnn 0
kgkη
k2
(N±± −Nnn)
0 0 Nrr 0
0 kgkη
k2
(N±± −Nnn) 0
(
kg
k
)2
Nnn +
(
kη
k
)2
N±±
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.40)
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za tri neznane koli£ine NAA, A ∈ {±, r, n} pa re²ujemo ena£be:
∂ρNAA = −2PAANAA − 2γηDAA
(
NAA −
w0T
cosh2 ρ
)
, (4.41)
kjer po indeksu A ne se²tevamo. Preden se lotimo re²evanja, ²e podelimo ena£be z
w0T/ cosh
2 ρ in uvedemo relativne korelatorje RAA = NAA cosh2 ρ/w0T . Z upo²te-
vanjem odvisnosti w0T od ρ2 in (4.38) tako dobimo evolucijske ena£be za relativne
korelatorje RAA:
∂ρR±± = −
4
3
γηk
2 (R±± − 1) + 2
(
c2s −
(
kg
k
)2)
tanh ρR±± (4.42a)
∂ρRrr = −2γηk2 (Rrr − 1)− 4
(
1− c2s
)
tanh ρRrr (4.42b)
∂ρRnn = −2γηk2 (Rnn − 1) + 4
(
c2s −
(
kη
k
)2)
tanh ρRnn. (4.42c)
Diagonalne korelatorje v Fourierjevem prostoru in sistemu (ϵ, g, r, η) iz re²itev
zgornjih ena£b dobimo s pretvorbami
Nϵϵ =
w0T
cosh2 ρ
R±± (4.43a)
Ngg =
w0T
cosh2 ρ
k2gR±± + k
2
ηRnn
k2
(4.43b)
Nrr =
w0T
cosh2 ρ
Rrr (4.43c)
Nηη =
w0T
cosh2 ρ
k2gRnn + k
2
ηR±±
k2
. (4.43d)
4.3 Re²evanje ena£b za korelatorje
Ena£be (4.42) potrjujejo na² razmislek v 2.3. Za k → ∞ je namre£ re²itev ena£b
res enaka RAA = 1. Fluktuacije z velikimi valovnimi vektorji so torej uravnove²ene,
z manj²anjem velikosti valovnega vektorja proti k∗ pa korelatorji zapu²£ajo ravno-
vesno vrednost. Zato predpostavimo, da se RAA lahko zapi²e kot vrsto v parametru
(k∗/k)
2. Z manj²anjem velikosti valovnega vektorja pod mejno vrednost k∗ na£ini
ponovno nehajo prispevati k korelacijam, saj jih je malo - ²tevilo na£inov z veliko-
stjo valovnega vektorja k je namre£ sorazmerno k3. Tako je dovolj upo²tevati le k-je
velikostnega reda k∗ in ve£je.
4.3.1 Razvoj za velike vrednosti valovnega vektorja
Najprej namesto odvoda po ρ vpeljemo odvod po k2. Oblika ena£b nam nato sugerira
da je parameter k∗ v na²em primeru enak
k2∗±± =
3 tanh ρ
2γη
oziroma k3∗rr,nn =
tanh ρ
γη
. (4.44)
2Velja ∂ρ(w0T ) = −2(1+2c2s)w0T tanh ρ, kar lahko izpeljemo iz obravnave izraza ∂ρϵ = dϵdP
dP
dT
dT
dρ
in upo²tevanjem idealne ena£be ∇µTµρ = ∂ρϵ+ 2w0 tanh ρ = 0.
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Z vpeljavo majhnega parametra ε,
εAA =
(
k∗AA
k
)2
, (4.45)
se ena£be (4.42) glasijo
−
(
kg
k
)2
ε2AA∂εAARAA = RAA − 1 + εAAβAARAA, (4.46)
kjer so
β±± = c
2
s −
(
kg
k
)2
(4.47a)
βrr = −2(1− c2s) (4.47b)
βnn = −2
(
1− c2s −
(
kg
k
)2)
. (4.47c)
Z nastavkom
RAA = 1 +
∞∑
n=1
aAAn ε
n
AA (4.48)
dobimo iz zgornjih ena£b za koeciente razvoja
aAAn =
n−1∏
m=0
(
βAA −m
(
kg
k
)2)
(4.49)
oziroma
a±±n =
n−1∏
m=0
(
c2s − (m+ 1)
(
kg
k
)2)
(4.50a)
arrn = (−1)n
n−1∏
m=0
(
2(1− c2s) +m
(
kg
k
)2)
(4.50b)
annn = (−1)n
n−1∏
m=0
(
2(1− c2s) + (m+ 2)
(
kg
k
)2)
, (4.50c)
kjer produkte razpi²emo z uporabo
n∏
m=1
(a+mb) =
n∑
m=0
[
n+ 1
n+ 1−m
]
an−mbm (4.51a)
n∏
m=2
(a+mb) =
n∑
m=0
[
n+ 1
n+ 1−m
]
1
an−mbm (4.51b)
kjer je
[
n
k
]
Stirlingovo ²tevilo prve vrste in
[
n
k
]
r
r-Stirlingovo ²tevilo prve vrste [34].
Za koeciente razvoja imamo tako izraze oblike
aAAn =
n∑
m=0
sAAn,m
(
kg
k
)2m
, (4.52)
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kjer so koecienti vsote sAAn,m enaki
s±±n,m = (−1)m
[
n+ 1
n+ 1−m
]
(c2s)
n−m (4.53a)
srrn,m = (−1)n
[
n
n−m
]
(2(1− c2s))n−m (4.53b)
snnn,m = (−1)n
[
n+ 1
n+ 1−m
]
1
(2(1− c2s))n−m (4.53c)
Korelatorji so torej v Fourierjevem prostoru podani z
RAA = 1 +
∞∑
n=1
(k2∗AA)
n
n∑
m=0
sAAn,m
k2mg
k2(n+m)
. (4.54)
4.3.2 Korelatorji v realnem prostoru
Korelatorje v realnem prostoru iz tistih v Fourierjevem (4.43) dobimo s transforma-
cijo
⟨δϵ(ρ, θ1, ϕ1, η1)δϵ(ρ, θ2, ϕ2, η2)⟩ =
∑
lm
∑
l′m′
∫ ∫
⟨δϵ(ρ, l,m, κ)δϵ(ρ, l′,m′, κ′)⟩
Ylm(θ1, ϕ1)Yl′m′(θ2, ϕ2)
eiκη1√
2π
eiκ
′η2
√
2π
dκdκ′
(4.55a)
⟨δπiδπj⟩ =
∑
lm
∑
l′m′
∫ ∫ (
⟨δπgδπg⟩ΨilmΨ
j
l′m′ + ⟨δπrδπg⟩Φ
i
lmΨ
j
l′m′+
⟨δπgδπr⟩ΨilmΦ
j
l′m′ + ⟨δπrδπr⟩Φ
i
lmΦ
j
l′m′
)eiκη1√
2π
eiκ
′η2
√
2π
dκdκ′
(4.55b)
⟨δπηδπη⟩ =
∑
lm
∑
l′m′
∫ ∫
⟨δπηδπη⟩YlmYl′m′
eiκη1√
2π
eiκ
′η2
√
2π
dκdκ′, (4.55c)
kjer smo pri prvem eksplicitno ozna£ili tudi argumente vseh funkcij. Uporabimo
nastavek (4.32), zveze (4.43) in dobimo za izena£ene argumente (θ = θ1 = θ2,
ϕ = ϕ1 = ϕ2 in η = η1 = η2) izraze za variance posameznih uktuacij:
⟨δϵδϵ⟩ = w0T
8π2 cosh2 ρ
∞∑
l=0
(2l + 1)
∫
R++(ρ, l, κ)dκ (4.56a)
⟨δπiδπj⟩ = w0Tg
ij
16π2 cosh2 ρ
∞∑
l=0
(2l + 1)
∫ (
k2gR++ + k
2
ηRnn
k2
+Rrr
)
dκ (4.56b)
⟨δπηδπη⟩ = w0T
8π2 cosh2 ρ
∞∑
l=0
(2l + 1)
∫
k2gRnn + k
2
ηR++
k2
dκ, (4.56c)
kjer smo uporabili tudi adicijski izrek za skalarne oziroma vektorske sferne harmo-
nike, glej C. V zgornjih izrazih nastopajo re²itve (4.54), ki jih lahko sedaj vstavimo
in dobimo realne korelatorje. Opazimo, da bo pri transformaciji pri prvih dveh £le-
nih vrste treba eksplicitno uporabiti zgornjo mejo za velikost valovnega vektorja Λ,
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zato posebej ozna£imo
RAA = R
(n=0)
AA +R
(n=1)
AA +R
(n≥2)
AA . (4.57)
Iz tega sledi, da so tudi transformirani korelatorji sestavljeni iz treh £lenov, ki jih
bomo ozna£evali analogno.
4.3.3 Renormalizacija viskoznosti in gostote energije
V primeru da vzamemo le RAA = 1, kar velja le za uktuacije z najve£jimi k, dobimo
za realne korelatorje izraze
⟨δϵδϵ⟩(n=0) = w0T
4π2 cosh2 ρ
Λκ (Λl + 1)
2 (4.58a)
⟨δπiδπj⟩(n=0) = w0Tg
ij
4π2 cosh2 ρ
Λκ (Λl + 1)
2 (4.58b)
⟨δπηδπη⟩(n=0) = w0T
4π2 cosh2 ρ
Λκ (Λl + 1)
2 , (4.58c)
kjer je Λl zgornja meja za l in Λκ za κ. Dobili smo prispevke sorazmerne z Λ3.
Zapi²imo ²e prispevke £lenov z n = 1. Relativni korelatorji v Fourierjevem
prostoru zna²ajo
R
(n=1)
±± =
3
(
c2s −
(
kg
k
)2)
tanh ρ
2γηk2
(4.59a)
R(n=1)rr = −
2 (1− c2s) tanh ρ
γηk2
(4.59b)
R(n=1)nn =
2
(
c2s −
(
kη
k
)2)
tanh ρ
γηk2
, (4.59c)
njih transformiranke pa
⟨δϵδϵ⟩(n=1) = − 1
16π
w0T
γη
tanh ρ
cosh ρ
Λl (4.60a)
⟨δπiδπj⟩(n=1) = − 17
180π
w0Tg
ij
γη
tanh ρ
cosh ρ
Λl (4.60b)
⟨δπηδπη⟩(n=1) = 17
90π
w0T
γη
tanh ρ
cosh ρ
Λl. (4.60c)
Kot vidimo so tile sorazmerni le ²e z Λ, za transformacijo vseh nadaljnjih £lenov pa
zgornje meje Λ ne potrebujemo ve£.
Iz Gubserjevega tenzorja energije in gibalne koli£ine (3.38) in izpeljanih izrazov
za popravke pri£akovane vrednosti (4.9) imamo
⟨T ρρ⟩ = ϵ0 +
1
w0
(∆0)αβ⟨δπαδπβ⟩ (4.61a)
⟨T ii⟩ = ϵ0 − 2η0 tanh ρ
3
∆ii0 +
1
w0
⟨δπiδπi⟩ (4.61b)
⟨T ηη⟩ = ϵ0 + 4η0 tanh ρ
3
+
1
w0
⟨δπηδπη⟩. (4.61c)
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Pri£akovana vrednost ⟨T µν⟩ seveda ne more biti odvisna od na²e izbire zgornje meje
Λ. O£itno sta gostota energije ϵ0 in viskoznost η, ki nastopata v izrazih (4.61), tudi
odvisni od Λ. Predstavljata namre£ lastnosti na£inov nad zgornjo mejo Λ. Od Λ3
oziroma Λ odvisna popravka pa predstavljata prispevek uktuacij k gostoti energije
oziroma viskoznosti. e torej dobljena popravka pospravimo v gostoto energije in
viskoznost imamo
⟨T ρρ⟩ = ϵR +
1
w0
(∆0)αβ⟨δπαδπβ⟩(n≥2) (4.62a)
⟨T ii⟩ = ϵR − 2ηR tanh ρ
3
∆ii0 +
1
w0
⟨δπiδπi⟩(n≥2) (4.62b)
⟨T ηη⟩ = ϵR + 4ηR tanh ρ
3
+
1
w0
⟨δπηδπη⟩(n≥2), (4.62c)
kjer sedaj nastopata renormalizirani gostota energije in viskoznost,
ϵR = ϵ0 +
3T
4π2
Λκ (Λl + 1)
2
cosh2 ρ
(4.63a)
ηR = η0 +
17
120π
T
η0
Λl
cosh ρ
. (4.63b)
To sta realni vrednosti gostote energije oziroma viskoznosti, kot bi ju izmerili pri
eksperimentu ali dobili iz simulacije. Za £lene v razvoju korelatorjev od n = 2 naprej
pa se pri transformaciji ni treba posluºiti zgornje meje Λ. Ti predstavljajo popravek
k pri£akovani vrednosti, ki nam, kot bomo videli, v sistem vpelje po£asno relaksacijo
k ravnovesju.
4.3.4 Kon£ni popravki T µν
Celoten prispevek £lenov z n ≥ 2 ozna£imo z R(n≥2)AA . Ta zna²a
R
(n≥2)
AA =
∞∑
n=2
(k2∗AA)
n
n∑
m=0
sAAn,m
k2mg
k2(n+m)
, (4.64)
kar je v realnem prostoru enako
⟨δϵδϵ⟩(n≥2) = 1
8π
∞∑
n=2
w00T0
(γη0)
n
sinhn ρ cosh
n−19
3 ρ Sδϵδϵn Ln (4.65a)
⟨δπiδπj⟩(n≥2) = g
ij
8π
∞∑
n=2
w00T0
(γη0)
n
sinhn ρ cosh
n−19
3 ρ Sδπ
iδπj
n Ln (4.65b)
⟨δπηδπη⟩(n≥2) = 1
8π
∞∑
n=2
w00T0
(γη0)
n
sinhn ρ cosh
n−19
3 ρ Sδπ
ηδπη
n Ln, (4.65c)
kjer smo upo²tevali tudi £asovno odvisnost w0, T in γη = η0/w0, ki smo jo zapisali
kot
w0(ρ) = w00 cosh
−8/3 ρ (4.66a)
T (ρ) = T0 cosh
−2/3 ρ (4.66b)
γη(ρ) = γη0 cosh
2/3 ρ. (4.66c)
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Poleg tega smo ozna£ili vsote
Ln =
∞∑
l=1
2l + 1
(l2 + l)n−1/2
(4.67a)
Sδϵδϵn =
(
3
2
)n n∑
m=0
Γ(n+m− 1/2)
Γ(n+m)
√
π
s±±n,m (4.67b)
Sδπ
iδπj
n =
1
2
n∑
m=0
((
3
2
)n
Γ(n+m+ 1/2)
Γ(n+m+ 1)
√
π
s±±n,m +
Γ(n+m− 1/2)
2Γ(n+m+ 1)
√
π
snnn,m
+
Γ(n+m− 1/2)
Γ(n+m)
√
π
srrn,m
) (4.67c)
Sδπ
ηδπη
n =
n∑
m=0
(
Γ(n+m+ 1/2)
Γ(n+m+ 1)
√
π
snnn,m +
(
3
2
)n
Γ(n+m− 1/2)
2Γ(n+m+ 1)
√
π
s±±n,m
)
. (4.67d)
Ugotovimo, da so popravki v (4.65) dani z asimptotsko vrsto. Velja Ln ∼ 2−n (n→
∞) in Sn = O(n!), kar pomeni da za£ne vrednost vsote po nekaj se²tetih £lenih
divergirati. Oznake da gre n v vsoti do neskon£nosti torej ne jemljimo preresno. Da
je vrsta v εAA = (k∗AA/k)
2 asimptotska nas, po komentarju na za£etku poglavja,
niti ne presene£a. e se²tevamo po n kar do neskon£nosti, za£nemo prej ali slej
upo²tevati ²e prispevke na£inov s k ≪ k∗, za katere pa smo dejali da v resnici ne
prispevajo k popravkom pri£akovane vrednosti tenzorja energije in gibalne koli£ine.
Odvisnost kon£nih prispevkov od ρ poi²£emo numeri£no. Glede na to da so
zgornje vrste alternirajo£e, vrednost vsote pri posameznem ρ dolo£imo z nekajkra-
tno rabo Shanksove transformacije na zaporedju delnih vsot. Odvisnost kon£nih
popravkov od ρ je prikazana na sliki 4.1. e nari²emo graf odvisnosti kon£nih po-
Slika 4.1: Odvisnost korelatorjev ⟨δϵδϵ⟩(r), ⟨δπiδπj⟩(r) in ⟨δπηδπη⟩(r) od de Sitterje-
vskega £asa ρ.
pravkov od ρ ²e tako, da na ordinatni osi uporabimo logaritemsko skalo, izgleda kot
da se korelatorji ravnovesni vrednosti za dolge £ase pribliºujejo eksponentno, slika
4.2, kjer smo z rde£o ozna£ili prilagajane premice, katerih smerni koecienti so po
vrsti: −4.62999, −4.61046 in −4.67803.
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Slika 4.2: Eksponentna relaksacija korelatorjev ⟨δϵδϵ⟩(r), ⟨δπiδπj⟩(r) in ⟨δπηδπη⟩(r) v
odvisnosti od de Sitterjevskega £asa ρ.
Najprej nas preseneti da korelatorji padajo eksponentno, £eprav upo²tevamo
uktuacije. Obstaja prepri£anje, da za razliko od eksponentne relaksacije korelator-
jev v linearni hidrodinamiki, z upo²tevanjem uktuacij dobimo poten£no relaksacijo.
V na²em primeru je v prostoru dS3×R ni, razlog pa ti£i v tem da vlogo Bjorkenovega
lastnega £asa τ prevzame cosh2 ρ in so s tem vse dolgo£asovne odvisnosti racionalne
potence cosh ρ namesto ρ. Kot bomo videli v nadaljevanju, po prehodu nazaj v
R3,1, tudi v primeru Gubserjevega toka dobimo poten£no pribliºevanje korelatorjev
ravnovesni vrednosti.
Poleg tega na grafu opazimo tudi da se, kljub enakemu skaliranju, v ravnovesno
vrednost ne vrnejo vse korelacije enako hitro. Dale£ najpo£asnej²e so korelacije
gibalne koli£ine v longitudinalni smeri, kar nas seveda ne presene£a, saj je snov v
tej smeri najbolj perturbirana.
Za Gubserjev tok imamo v ukrivljenem prostoru, tako kot tudi pri Bjorkenovem
toku, vse tri eksponente enake vrednosti pribliºno 14/3, zato lahko za dolge £ase ρ
zapi²emo
⟨ϕaϕa⟩(n≥2) ∝ e−
14
3
ρ
∝
(
cosh2 ρ
)−7/3 (4.68)
in potem s pomo£jo transformacij (3.43) dobimo dolgo£asovne odvisnosti popravkov
k pri£akovani vrednosti tenzorja energije in gibalne koli£ine v prostoru R3,1:
1
w0
⟨δϵδϵ⟩(n≥2) ∝ τ−2 (4.69a)
1
w0
⟨δπδπ⟩(n≥2) ∝ τ−4. (4.69b)
e sedaj primerjamo na primer T ηη komponento Bjorkenovega [35] in Gubserjevega
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toka, imamo za pri£akovano vrednost slede£a izraza,
⟨τ 2T ηη⟩B = pR −
4
3
ηR
τ
+
1.08318 T
(4πγητ)3/2
(4.70)
= #τ−4/3 +#τ−2 +#τ−7/3
⟨T ηη⟩G = pR +
4
3
ηR tanh ρ+
⟨δπδπ⟩(n≥2)
w0
(4.71)
= #cosh−8/3 ρ +#cosh−2 ρ +#cosh−14/3 ρ,
kjer smo pod oba izraza zapisali ²e skaliranje s τ oziroma de Sitterjevim ρ. Odvisnosti
Gubserjevega toka lahko z upo²tevanjem konformnih uteºi pretvorimo ²e v raven
prostor in dobimo:
⟨T ηη⟩G = #τ−4/3 +#τ−1 +#τ−4. (4.72)
Kot prvo opazimo zanimivo lastnost Gubserjevega toka, da je pri velikih τ vi-
skozni £len tisti ki prevlada nad ostalimi. Podobno se zgodi tudi pri divergenci
temperature Gubserjevega toka, ki smo jo omenili v 3.3. Tako kot tam, nam tudi
tukaj nesorazmerna velikost viskoznega popravka sporo£a, da hidrodinamski opis
ni ve£ dober. Na²i dolgi £asi so torej hkrati dovolj dolgi, da se korelatorji vrnejo
v svoje ravnovesne vrednosti, ne pa tudi predolgi, tako da je hidrodinamika ²e ve-
ljavna. Bolj natan£no, Gubserjev tok je zanesljivo opisan s hidrodinamsko efektivno
teorijo za £ase dalj²e od mikroskopskih, ne pa v zelo dolgi £asovni limiti. eprav ne-
navadno, je iz vidika fenomenologije kvark-gluonske plazme to dobrodo²lo, saj tudi
v realnosti pri£akujemo da hidrodinamika po £asu hadronizacije ni ve£ aplikabilna.
Ta £as je seveda prav tako dalj²i od £asa po katerem hidrodinamika postane dober
opis sistema (hidrodinamizacijski £as).
Dalje v obeh primerih opazimo, da je popravek zaradi uktuacij manj²i od ide-
alnega in disipativnega £lena, kar je seveda dobrodo²lo. Smo pa v primeru Gubser-
jevega toka dobili druga£ne eksponente od Bjorkenovih, ki so v [35] utemeljeni kot
posledica ekviparticijskega izreka. Pri Bjorkenovem toku je popravek namre£ soraz-
meren Tk3∗ (za Bjorkenov tok je k∗ = 1/
√
γητ), kjer je k3∗ ²tevilo na£inov z valovnim
vektorjem k∗, ki k energiji prinesejo 12T . Obstaja ²e ena (nerelativisti£na) intuicija
o popravkih z dolgimi repi iz malo druga£nega vidika, kjer ugotovimo da za izbrani
delec volumen vseh tistih s katerimi je v ravnovesju, raste difuzivno. Ponovno sledi
isti rezultat kot iz ekviparticijskega argumenta. Oba pogleda na situacijo bi bilo
treba prilagoditi za uporabo v ukrivljenem prostoru, vsekakor pa lahko vidimo da
v Gubserjevem primeru nismo dobili popravka v taki obliki, saj za Gubserjev tok
velja Tk3∗ ∝ cosh−5/3 ρ.
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Poglavje 5
Zaklju£ek
V delu smo obravnavali Gubserjev tok - model ²irjenja kvark-gluonske plazme po
trku dveh masivnih ionov pri visokih energijah. Mikroskopska teorija kvark-gluonske
plazme je kvantna kromodinamika pri visokih energijah in temperaturah, mi pa smo
zaradi predpostavke majhnih gradientov plazmo obravnavali s klasi£no relativisti£no
hidrodinamiko. Ker je kvark-gluonska plazma majhen sistem, sestavljen iz pribliºno
102 − 104 gradnikov, smo pri analizi upo²tevali tudi termi£ne uktuacije. Izkaºe se,
da lahko s pravim pristopom k re²evanju popravke pri£akovane vrednosti tenzorja
energije in gibalne koli£ine lo£imo na kon£ne in neskon£ne £lene. Ena£be namre£ re-
²ujemo v Fourierjevem prostoru in pri transformaciji nazaj v realni prostor nekateri
£leni divergirajo, zato moramo eksplicitno uporabiti zgornjo mejo za velikost valov-
nega vektorja. Ti £leni renormalizirajo viskoznost, tlak in gostoto energije, ostali
pa nastopajo kot kon£ni popravki pri£akovane vrednosti T µν . Ta renormalizacija je
povsem analogna renormalizaciji v kvantni teoriji polja, le da se tam renormalizirajo
sklopitvene konstante teorije, v hidrodinamiki pa to vlogo prevzamejo termodinam-
ske koli£ine in transportni koecienti. Brez teh popravkov je v splo²nem razvoj do
drugega reda v gradientih neuporaben, saj so ti po velikosti ravno med £leni prvih
in drugih odvodov. V tenzorju energije in gibalne koli£ine nastopajo kot racionalna
potenca hidrodinamskih koli£in in signalizirajo po£asno relaksacijo korelatorjev v
ravnovesje oziroma t.i. dolge repe.
V primeru Gubserjevega toka prav tako odkrijemo poten£no relaksacijo kore-
latorjev uktuacij, ob tem pa opazimo dve zanimivosti. Prvi£, problem re²ujemo
v pomoºnem ukrivljenem prostoru, v katerem hitrostni prol zavzame enostavno
obliko. Opazimo, da v tem prostoru uktuacije ne prinesejo poten£ne relaksacije,
saj vlogo lastnega £asa prevzame neka funkcija lastnega £asa in transverzalne odda-
ljenosti. Na²a analiza poteka v 3-dimenzionalnem de Sitterjevem prostoru, moºno
pa je, da isti efekt obstaja tudi v 4-dimenzionalnem de Sitterjevem prostoru. V
tem primeru bi to imelo pomembne implikacije za relaksacijo uktuacij materije in
prostor-£asa v £asu inacije, ko se je prostor ²iril eksponentno. Te implikacije bomo
²tudirali v prihodnosti.
Druga opazka pa je ta, da eksponenti Gubserjevega toka ne sovpadajo z obi£aj-
nimi vrednostmi, dobljenimi za Bjorkenov tok oziroma v nerelativisti£ni hidrodina-
miki. Izvor in utemeljitev teh novih eksponentov sta nam ²e neznana in ostajata
odprta za analizo v bliºnji prihodnosti. Prav tako bo potrebno bolje razumeti po-
vezavo med na²imi novimi analiti£nimi izrazi, ki omogo£ajo razumevanje uktuacij
v transverzalni smeri, in eksperimentalnimi razultati, ki so na voljo iz meritev v
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LHCju in RHICu.
Poleg tega se je pri opisu toka kvark-gluonske plazme pri trku dveh teºkih jeder
klju£no lotiti tudi opisa necentralnih trkov, ki rezultirajo v elipti£nem toku. Ta je
pomemben eksperimentalni pokazatelj, da je kvark-gluonska plazma pri trku sploh
nastala. Vpra²anje je, ali se lahko na podoben na£in kot Stephen Gubser izognemo
prekompliciranim ena£bam hidrodinamike z dovolj simetrijskimi zahtevami, da je
hitrostni prol ºe spet enoli£no dolo£en in od hidrodinamskih ena£b ostanejo le
ena£be za gostoto energije, hkrati pa je ta hitrostni prol dovolj kompleksen, da z
njim lahko opi²emo elipti£ni tok.
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Dodatek A
Geometri£ni pojmi
Konformna transformacija prostor-£asa je podana z
gµν → ĝµν(x̂) = e−2ω(x)gµν(x), (A.1)
kar je za innitezimalno transformacijo xµ → x′µ = xµ + ζµ, z upo²tevanjem kako
se spremeni tenzor ob prehodu v drug koordinatni sistem, enako
Lζgµν =
1
2
(
∇λζλ
)
gµν . (A.2)
e oba zgornja izraza zapi²emo ²e za poljuben tenzor X z uteºjo αX imamo
X̂ = eαXω(x)X oziroma Lζgµν = −
αX
4
(
∇λζλ
)
gµν . (A.3)
Generator konformne transformacije ζ je element algebre z operatorji
D = −ixµ∂µ (A.4)
Pµ = −i∂µ (A.5)
Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (A.6)
Kµ = i(x
2∂µ − 2xµxν∂ν) (A.7)
ki po vrsti predstavljajo skaliranje, translacije, rotacije in posebne konformne trans-
formacije. Generator posebne konformne transformacije se integrira v
xµ → x
µ − bµx2
1− 2b · x+ b2x2
, (A.8)
kjer je bµ nek konstanten vektor. e zgornjo preslikavo prepi²emo v obliko
x′µ
x′2
=
xµ
x2
− bµ, (A.9)
eksplicitno vidimo, da je sestavljena iz inverzije, translacije in ponovne inverzije.
Liejev odvod je posplo²itev smernega odvoda vzdolº vektorskega polja na ukri-
vljeni mnogoterosti. Za odvod skalarne funkcije f v smeri vektorskega polja X zna²a
Liejev odvod
LXf = Xµ∂µf. (A.10)
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V primeru odvoda vektorja Y vzdolº vektorskega polja X imamo v lokalnih koordi-
natah
LXY µ = Xλ∂λY µ − Y λ∂λXµ, (A.11)
£e odvajamo 2-formo gµν pa
LXgµν = Xλ∂λgµν + gµλ∂νXλ + gλν∂µXλ (A.12)
= ∇µXν +∇νXµ. (A.13)
Killingov vektor, oziroma natan£neje, Killingovo vektorsko polje X je tako vek-
torsko polje, vzdolº katerega tokovnic se metrika ne spreminja:
LXgµν = 0. (A.14)
Tok vektorskega polja X torej ohranja tako dolºine kot kote med vektorji. Konfor-
mno Killingovo vektorsko polje Y pa zado²£a ena£bi
LY gµν =
1
2
(
∇λY λ
)
gµν . (A.15)
V primeru da sedaj s tokom vektorskega polja Y prena²amo par dveh vektorjev,
bo kot med njima ²e vedno konstanten, njuni dolºini pa se bosta tekom prenosa
spreminjali. Opazimo lahko tudi, da je zgornja ena£ba enaka (A.2). Konformno
Killingovo vektorsko polje je torej tako vektorsko polje, vzdolº katerega tokovnic se
metrika spreminja s konformnimi transformacijami.
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Dodatek B
Korelator ²uma Sµν
Pri izpeljavi korelatorja ²uma Sµν , (4.5),
⟨Sµν(x1)Sαβ(x2)⟩ = 4Tη∆µναβδ(x1 − x2), (B.1)
sledimo referenci [33], kjer sledijo postopku za nerelativisti£no teorijo opisanemu v
[9]. Obravnavamo makroskopske spremenljivke xa malce izven ravnovesja. e se
relaksirajo z upo²tevanjem ena£be
ẋa = −γabXb + ya, (B.2)
kjer so Xb = ∂S∂xb termodinamsko konjugirane spremenljivke, γab t.i. Onsagerjevi
koecienti in ya naklju£ne sile, je £asovni odvod entropije dan z
Ṡ = −ẋaXa, (B.3)
in korelacijska funkcija ²uma
⟨ya(t1)yb(t2)⟩ = (γab + γba)δ(t1 − t2). (B.4)
V na²em primeru moramo sedaj samo prepoznati katere koli£ine so med sabo
povezane na enak na£in kot je zapisano zgoraj. Uporabimo Eckartovo izbiro izve-
nravnovesne temperature in hitrosti, T µνu
ν = 0, tako da so konstitutivne relacije
potem
T µν = ϵuµuν + p∆µν + 2u(µqν) − 2η∆µναβ∇αuβ, (B.5)
kjer je qµ = ∆µνhν = −χ∆µν
(
∇νT + Tuλ∇λuν
)
, χ toplotna prevodnost, hµ pa le
prikladna oznaka. Ozna£imo ²e
T µν = T µνid +Π
µν (B.6a)
T µνid = ϵu
µuν + p∆µν (B.6b)
Πµν = Πµνvis +Π
µν
heat (B.6c)
Πµνvis = −2η∆µναβ∇αuβ (B.6d)
Πµνheat = 2u
(µqν). (B.6e)
Entropijski tok je sedaj
Sµ = suµ − 1
T
qµ, (B.7)
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njegovo divergenco pa lahko s pomo£jo zvez Πµνuν = −qµ in ∇µT µνid = T∇µ(suµ)
zapi²emo v obliki
∇µSµ = Πµν∇µ
(uν
T
)
. (B.8)
Izvrednotimo odvod in uporabimo denicijo hµ, pa imamo
∇µSµ = Πµν
(
1
T
(
∇µuν + uνuλ∇λuµ
)
+
1
T 2
hµuν
)
= Πµν
(
1
T
∆ λ(µ∇λuν) +
1
T 2
h(µuν)
)
, (B.9)
kjer smo v drugi vrstici upo²tevali simetri£nost tenzorja Πµν . Iz zgornje divergence
sledi, da je £asovni odvod entropije celotnega sistema enak
Ṡ =
∫
Πµν
(
1
T
∆ λ(µ∇λuν) +
1
T 2
h(µuν)
)
d3x. (B.10)
Sedaj lahko na² primer poveºemo s splo²nim. Ker sta procesa viskoznosti in
toplotne prevodnosti neodvisna, lahko tudi Sµν razdelimo na dva dela, tako da bo
vsak od Πµνvis in Π
µν
heat imel svoj ²um, na na£in
Sµνheat = S
µαuαu
ν + Sναuαu
µ (B.11a)
Sµνvis = S
µν − Sµνheat. (B.11b)
Za£nemo torej z
ẋ1 ←→ Πµνvis in y1 ←→ S
µν
vis (B.12a)
ẋ2 ←→ Πµνheat y2 ←→ S
µν
heat. (B.12b)
Dalje so, iz (B.10),
X1 ←→ −
1
T
∆
λ
(µ ∇λuν)∆V (B.13a)
X2 ←→ −
(
1
T
∆
λ
(µ ∇λuν) +
1
T 2
h(µuν)
)
∆V, (B.13b)
kjer smo uvedli ∆V , volumen ene hidrodinamske celice. Onsagerjevi koecienti so
tako
γ11 = 2Tη∆
µναβ 1
∆V
(B.14a)
γ22 = 2χT
2
(
∆µαuνuβ +∆νβuµuα
) 1
∆V
(B.14b)
γ12 = γ21 = 0. (B.14c)
Razli£ne hidrodinamske celice so med sabo neodvisne, tako da postanejo faktorji
1/∆V delta funkcije v prostoru in kon£no imamo
⟨Sµνvis(x1)S
αβ
vis(x2)⟩ = 2Tη∆µναβδ(x1 − x2) (B.15a)
⟨Sµνheat(x1)S
αβ
heat(x2)⟩ = 2χT
2
(
∆µαuνuβ +∆νβuµuα
)
δ(x1 − x2) (B.15b)
⟨Sµνvis(x1)S
αβ
heat(x2)⟩ = 0, (B.15c)
kjer sta x1 in x2 sedaj to£ki v prostor-£asu.
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Dodatek C
Skalarni, vektorski in tenzorski sferni
harmoniki na S2
Na S2r , sferi radija r, sta metri£ni tenzor gij in Levi-Civitajev tenzor ε
ij podana z
(i, j, · · · ∈ {θ, ϕ}):
gij =
⎛⎝r2 0
0 r2 sin2 θ
⎞⎠ in εij = 1
r2 sin θ
⎛⎝ 0 1
−1 0
⎞⎠ , (C.1)
neni£elni Christoelovi simboli pa zna²ajo
Γθϕϕ = − sin θ cos θ in Γ
ϕ
θϕ = cot θ. (C.2)
Sferni harmoniki so lastne funkcije Laplaceovega operatorja na sferi. Preden jih
vse zapi²emo, si zato poglejmo ²e eksplicitne izraze za nekatere od odvodov na sferi,
ki nastopajo tako v ra£unu kot pri deniciji sfernih harmonikov. Naj bo f neka
skalarna funkcija, vi vektor in T ij tenzor. Tedaj je divergenca vektorja
∇ivi = (∂θ + cot θ)vθ + ∂ϕvϕ, (C.3)
divergenca tenzorja pa
∇iT ij = (∂θ + cot θ)T θj + ∂ϕT ϕj +
{
− sin θ cos θ T ϕϕ; j = θ
2 cot θ T θϕ; j = ϕ
. (C.4)
Laplaceov operator deluje na skalar kot
∇k∇kf = (∂θ + cot θ)∂θf + ∂ϕ∂ϕf (C.5)
in na vektor:
∇k∇kvj = (∂θ + cot θ)∂θvj + ∂ϕ∂ϕvj +
{
−2 sin θ cos θ ∂ϕvϕ − cot2 θ
r2
vθ; j = θ
2 cot θ ∂θvϕ + 2 cot θ ∂ϕvθ − 1
r2
vϕ; j = ϕ
.
(C.6)
Nazaj k sfernim harmonikom, skalarni sferni harmonik je podan z:
Yl,m(θ, ϕ) =
√
2l + 1
4π
(l −m)!
(l +m)!
Pl,m(cos θ)e
imϕ, (C.7)
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ki zadovolji
∇i∇iYl,m = −
l(l + 1)
r2
Yl,m. (C.8)
Pri iskanju vektorskih funkcij, ki so lastne funkcije Laplaceovega operatorja na
sferi dobimo dve re²itvi. Prva je gradient skalarnega sfernega harmonika,
Ψil,m =
r√
l(l + 1)
∇iYl,m, (C.9)
za katero velja:
∇j∇jΨil,m = −
l(l + 1)− 1
r2
Ψil,m (C.10)
∇iΨil,m = −
√
l(l + 1)
r
Y il,m, (C.11)
druga pa rotor,
Φil,m =
r√
l(l + 1)
εij∇jYl,m, (C.12)
za katero velja
∇j∇jΦil,m = −
l(l + 1)− 1
r2
Φil,m (C.13)
∇iΦil,m = 0. (C.14)
Tenzorski sferni harmoniki so ²tirje, spodaj zapi²emo vsakega posebej skupaj z
izra£unanimi Laplaceom, divergenco in sledjo:
ηijl,m =
1√
2
Yl,mg
ij (C.15)
∇k∇kηijl,m = −
l(l + 1)
r2
ηijl,m (C.16)
∇iηijl,m =
√
l(l+1)
2r2
Ψjl,m (C.17)
gijη
ij
l,m =
√
2Yl,m (C.18)
ψijl,m =
r2√
l(l + 1)
(
1
2
l(l + 1)− 1
) (∇i∇jYl,m + l(l + 1)2r2 Yl,mgij
)
(C.19)
∇k∇kψijl,m = −
l(l + 1)− 4
r2
ψijl,m (C.20)
∇iψijl,m = −
√
l(l + 1)− 2
2r2
Ψjl,m (C.21)
gijψ
ij
l,m = 0 (C.22)
χijl,m =
1√
2
εijYl,m (C.23)
∇k∇kχijl,m = −
l(l + 1)
r2
χijl,m (C.24)
∇iχijl,m = −
√
l(l+1)
2r2
Φjl,m (C.25)
gijχ
ij
l,m = 0 (C.26)
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ϕijl,m =
r2√
l(l + 1)(1
2
l(l + 1)− 1)
1
2
(
∇iϕjl,m +∇
jϕil,m
)
(C.27)
∇k∇kϕijl,m = −(l(l + 1)− 4)ϕ
ij
l,m (C.28)
∇iϕijl,m = −
√
l(l + 1)− 2
2r2
Φjl,m (C.29)
gijϕ
ij
l,m = 0. (C.30)
Vsi zgoraj na²teti harmoniki so normirani na na£in:∫
Yl,mY
∗
l′,m′dΩ = δl,l′δm,m′ (C.31)∫
gijΨ
i
l,mΨ
j∗
l′,m′dΩ = δl,l′δm,m′ (C.32)∫
gikgjlη
ij
l,mη
kl∗
l′,m′dΩ = δl,l′δm,m′ , (C.33)
kjer je dΩ = sin θdθdϕ.
Velja ²e: Y ∗l,m = (−1)mYl,−m in podobno za ostale. V ra£unu uporabimo tudi
adicijski izrek za skalarne oziroma vektorske sferne harmonike, ki se glasi:
l∑
m=−l
Ylm(θ, ϕ)Y
∗
lm(θ, ϕ) =
2l + 1
4π
(C.34)
l∑
m=−l
Ψilm(θ, ϕ)Ψ
j
lm(θ, ϕ) =
l∑
m=−l
Φilm(θ, ϕ)Φ
j
lm(θ, ϕ) =
2l + 1
8π
gij. (C.35)
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Dodatek D
Izpeljava ena£be za drugi moment
spremenljivke
Na²a ena£ba
∂ρϕa = µa − ξa, (D.1)
je sestavljena iz deterministi£nega dela µa = Labϕb = −(Pab + γηDab + iLab)ϕb in
belega ²uma s prvima momentoma
⟨ξa(ρ)⟩ = 0 in ⟨ξa(ρ)ξ∗b (ρ′)⟩ =
2Tη
cosh2 ρ
(−1)mDabδ(ρ− ρ′). (D.2)
Zgornjo ena£bo enakovredno zapi²emo v obliki
dϕa = µadρ− dWa, (D.3)
kjer je Wa Wienerjev proces.
Ker nas zanima evolucijska ena£ba za korelator, najprej poi²£emo d(ϕaϕ∗b) in kar
dobimo ²e povpre£imo. Diferencial produkta je po Itô-jevi lemi enak
d(ϕaϕ
∗
b) = ϕadϕ
∗
b + ϕ
∗
bdϕa + dϕadϕ
∗
b , (D.4)
vstavimo (D.3),
d(ϕaϕ
∗
b) = ϕa (µbdρ− dWb)
∗ + ϕ∗b (µadρ− dWa) + (µadρ− dWa) (µbdρ− dWb)
∗
= (ϕaµ
∗
b + ϕ
∗
bµa) dρ+ dWadW
∗
b − ϕadW ∗b − ϕ∗bdWa (D.5)
in spremenimo nazaj v
∂ρ(ϕaϕ
∗
b) = ϕaµ
∗
b + ϕ
∗
bµa + ξaξ
∗
b − ϕaξ∗b − ϕ∗bξa, (D.6)
kar je v povpre£ju enako
∂ρ⟨ϕaϕ∗b⟩ = ⟨ϕaµ∗b⟩+ ⟨ϕ∗bµa⟩+ ⟨ξaξ∗b ⟩, (D.7)
oziroma
∂ρNab = {N,L}ab +
2Tη
cosh2 ρ
Dab, (D.8)
kjer smo z zavitimi oklepaji ozna£ili simetrizator {N,L} = LN∗ +NL∗:
∂ρNab =− i (LacN∗cb −NacLcb)− γη (DacN∗cb +NacDcb)
− (PacN∗cb +NacPcb) +
2Tη
cosh2 ρ
Dab.
(D.9)
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